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Streszczenie

O algebrze w polskiej szkole podstawowej méwi sie niewiele. Nauczanie matematy-
ki na tym poziomie edukacyjnym nastawione jest gtéwnie na ksztattowanie wiadomo-
$ci 1 umiejetnosci arytmetycznych. Tymczasem w ostatnich latach wiele miejsca po-
$wiecono na dyskusje o nauczaniu algebry w szkole podstawowej. Miedzy innymi mowi
sie o tzw. wezesnej algebrze czyli o wprowadzaniu w my$lenie algebraiczne (Mutschler,
2005). Bardzo trudno rozdzieli¢ myslenie algebraiczne od myslenia arytmetycznego.
Jedng z sugerowanych drég rozwijania myslenia algebraicznego jest ,nadbudowa’
nad my$leniem arytmetycznym. Dokonuje sie tego na drodze uogdlniania rozwazan
arytmetycznych poprzez uzmiennianie stalych. Stuzy¢ temu moga zadania polegajace
na odkryciu zaleznosci geometryczno—arytmetycznych, ktére nalezy uogélni¢, zapisacé
symbolicznie.

Odkrywanie, dostrzeganie regularnosci przez uczniow to problem wazny i obec-
ny w Swiatowych trendach nauczania matematyki. W wielu krajach w nauczaniu
matematyki zwraca si¢ uwage na rytm i regularnoéci. W literaturze mozna znalezé
opisy prowadzonych badan dotyczacych odkrywania i uogdlniania zauwazonych regut
(Zazkis, Liljedahl, 2002, Littler, Benson, 2005) Poszukiwanie regularnosci jest niezwy-
kle skuteczne przy rozwigzywaniu matematycznych probleméw, jest strategia rozwia-
zywania zadan.

W swojej pracy przedstawiam czesciowe wyniki badan przeprowadzonych w szkole
podstawowe]j wérdd uczniéw klasy czwartej, dotyczace odkrywania regularnosci ukie-
runkowanych na tworzenie algebraicznych zwiazkow. Omawiam ogdlne strategie zasto-
sowane przez uczniéw podczas pracy nad zadaniem oraz bardziej szczegétowo analizuje
prace jednej z par uczniéow bioracych udzial w badaniu.

Zaprezentowany fragment badan pokazuje, jak bardzo rézne sa drogi myslowe
dziecka. Wida¢ réwniez jak bardzo wazna jest w procesie rozwigzywania zadania wer-
balizacja wlasnych mysli oraz sprawdzenie swojego toku rozumowania — weryfikacja
juz uzyskanych wynikéw. Mowit o tym wyraznie G. Polya — ,rzut oka wstecz”. Pod-
czas sprawdzania poprawnos$ci wykonania zadania uczennice odkryly nowe podejscie
do zadania. Zatem poprzez weryfikacje stowng byly w stanie zmieni¢ swoje spojrzenie
na zadanie. Werbalizacja spowodowala zmiane ich dziatania. Dzigki temu potrafilty
uogblni¢ zauwazona regule.

Dziewczynki prezentowaly rézny poziom wiedzy. Bez wzgledu jednak na to obie
potrafilty odnalezé sie w ,algebraicznej rzeczywistosci”. Obie pokazaly, ze potrafia
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mysleé¢ algebraicznie, mimo ze w réznym stopniu opanowaly arytmetyke. Jednocze-
$nie arytmetyka, zbytnie skupienie si¢ na obliczeniach i poprawnym stosowaniu regut
arytmetycznych, przeszkadzaly w rozwiazaniu, zaciemnialy badz przestanialy istote
zadania. Moze zatem warto rozwija¢ myslenie algebraiczne niezaleznie od arytmetycz-
nego?

Wprowadzenie

Dostrzeganie regularnosci to zagadnienie podstawowe dla tworzenia ma-
tematyki. Rytm i regularno$é znalez¢é mozna praktycznie w kazdej dziedzinie
matematyki: analizie, algebrze, arytmetyce, geometrii czy statystyce. Rdzne
aksjomatycznie ujmowane prawa dzialan majg swoje korzenie w funkcjonowa-
niu regularnoéci. Réwniez wiele definicji poje¢ matematycznych czy tez twier-
dzenia to zazwyczaj wypowiedzi matematyczne, ktére zainspirowane zostaly
regularnosciami. Na rytmie i regularnosciach opieraja sie¢ miedzy innymi de-
finicje ciagdw liczbowych. Kolejnym przyktadem wykorzystania regularnosci
w matematyce jest zasada indukcji matematycznej. Réwniez pojecie nieskon-
czonoéci moze funkcjonowaé jako ,nieskonczono$é potencjalna” i czesto jest
postrzegane jako mozliwo$¢ powtarzania pewnej zasady czy stosowania okre-
Slonego kryterium dowolna ilo$é razy (Swoboda, 2006, s. 44).

Poszukiwanie regularnosci jest niezwykle skuteczne przy rozwiazywaniu
matematycznych problemdw, jest strategia rozwiazywania zadan. Jak pisze
E. Swoboda (2006, s. 51-52): ,(...) dostrzeganie regularnosci jest umiejetno-
$cig ze wszech miar pozadang. Zajecia, w ktérych dziecko ma za zadanie do-
strzec regularnosé, dziata¢ zgodnie z regula — sa zajeciami stymulujacymi jego
rozwo]j umystowy. Sa tez podstawa myslenia matematycznego na kazdym po-
ziomie matematycznych kompetencji.” Zatem regularnosci powinny by¢ szero-
ko obecne w edukacji matematycznej dzieci. Jak zauwaza prof. H. Steinbring
(2005) ,,dzieci powinny sie uczy¢ — i sa w stanie to robi¢ na sw6j wlasny sposéb
— dostrzegania ogélnosci (nowej wiedzy) w szczegdlach”.

Odkrywanie, dostrzeganie regularnodci przez uczniéw to problem wazny
i obecny w Swiatowych trendach nauczania matematyki. Coraz wiecej miejsca
w literaturze poswieca sie zagadnieniu nauczania matematyki poprzez regular-
noséci. Méwia o tym m.in. Wittman (2001), Hejny, Littler (2002), Zazkis, Lil-
jedah (2002a, 2002b), Malara, Navarra (2003), Littler, Benson (2005a, 2005b),
Mutschler (2005), Radford (2008). R. Skemp (1989) bardzo mocno rozwijal po-
glad, ze regularnosci matematyczne to jedna z podstawowych idei, ktére dzieci
sa w stanie rozpoznac i z ktérymi powinny zapoznawaé sie w szkole podstawo-
wej. Glowna wartodcig zadan, w ktérych uczniowie maja dostrzec wystepujace
zwiazki, reguty jest to, ze prowadza one do stawiania hipotez, przypuszczen,
wyczulaja na zwiazki miedzy pojeciami i ucza, jak z tych zwiazkéw korzystac.
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W ostatnich latach wiele miejsca poswigcono na dyskusje o nauczaniu al-
gebry w szkole podstawowej (MacGregor, Stacey, 1999; Stacey, K., Chick, H.,
Kendal, M. 2004; Kaput, J., Carraher, D., Blanton, M. 2008; Blanton, M., Ka-
put, J. 2003). Miedzy innymi méwi sie o tzw. wczesnej algebrze czyli o wprowa-
dzaniu w mys$lenie algebraiczne (Mutschler, 2005). Jedna z sugerowanych drég
rozwijania mys$lenia algebraicznego jest ,nadbudowa” nad mysleniem arytme-
tycznym (Littler, Hejny, 2002). Dokonuje sie tego na drodze uogélniania rozwa-
zan arytmetycznych poprzez uzmiennianie statych. Stuzyé¢ temu moga zadania
polegajace na odkryciu zaleznosci geometryczno-arytmetycznych, ktore nalezy
uogdlnié, zapisaé¢ symbolicznie. W takim podejsciu zapis literowy (symbolicz-
ny) jest ostatnim etapem procesu uogdlniania, a litera jest nasycona sensem
okre$lonym przez érodowisko edukacyjne, w ktérym byta tworzona. Utatwia to
pézniejsze interpretowanie zapiséw oraz manipulacje symbolami. Przejscie do
zapisu symbolicznego jest dla ucznia szkoly podstawowej dosé trudne. Uczen
najpierw wypowiada uogélniona zalezno$é¢ stownie, a nastepnie prébuje ja za-
pisaé przy uzyciu symboli.

Istota myé$lenia algebraicznego nie sprowadza sie do postugiwania sie sym-
bolika algebraiczna. Uzycie symboliki algebraicznej, zapisanie rozwazan przy
jej uzyciu jest juz zewnetrznym obrazem ,myslenia algebraicznego”. Z ele-
mentarnego punktu widzenia, algebraiczne mys$lenie w oczywisty sposéb jest
zwiazane z zajmowaniem sie pewna nieokre$lonoscia (rozumiang jako pewna
0g6lnos$é) w sposéb analityczny. Ponadto, jak pisze Radford: ,Istnieje poje-
ciowy obszar, gdzie uczniowie moga rozpoczynaé¢ swoje myslenie algebraiczne,
nawet jesli jeszcze nie odwoluja sie (lub przynajmniej nie w duzym stopniu)
do jezyka symbolicznego” (Radford, 2009).

Na kreatywno$¢ myslenia podczas rozwigzywania probleméw matematycz-
nych wplyw ma jezyk naturalny (Consogno, 2005). Wypowiadajac nasze mysli
ubieramy je w stowa. Przechodzimy z mowy ,wewnetrznej” (czyli mowy dla
siebie”) do mowy ,zewnetrznej” (czyli uzewnetrznienia naszych mysli, zapre-
zentowania ich innym). Nastepuje transformacja jezykowa, polegajaca na wy-
powiadaniu mysli wlasnymi stowami (Wygotski 1989). Pozwala to na dostrze-
zenie nowych mozliwosci rozwiazania problemu, na zrozumieniu jego istoty.
Jezyk werbalny odgrywa bardzo wazng role podczas analizy rozwiazania da-
nego problemu. Powoduje on zmiane w odbiorze omawianego tekstu, stymuluje
tworzenie nowych powiazan w istniejacym zbiorze wiadomosci.

W jaki sposéb zatem jezyk werbalny bedzie wplywal na mys$lenie algebra-
iczne uczniéw podczas rozwiazywania zadania dotyczacego uogdlniania? Aby
odpowiedzie¢ na to pytanie przeprowadzilam badania wsrdéd uczniéw szkoty
podstawowej.
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Cel badan

Zagadnieniem dostrzegania regularnoéci i stosowania odkrytych zasad przez
uczniéw zajmuje sie juz od pewnego czasu. Prezentowane tu badania sg czecia
serii badan dotyczacych dostrzegania regularnosci przez uczniéw na réznych
szczeblach nauczania. Inspiracja do podjecia tej tematyki byly dla mnie wyniki
polskich uczniéw w miedzynarodowym tescie PISA oraz jedno z zadan z PISA
zwane ,Jablonki” (Bialecki, Blumsztajn, Cyngot, 2003). Wyniki z wczesniej-
szych badan byly prezentowane m.in. podczas XIX SDM we Wroctawiu oraz
w artykule w czasopismie Dydaktyka Matematyki (Pytlak, 2006, 2008).

Celem opisanych w tym artykule badan byto uzyskanie odpowiedzi na na-
stepujace pytania.

e Czy 9-10-letni uczniowie potrafig dostrzega¢ matematyczne regularno-

Sci, a jezeli tak, to jakie procesy myslowe zachodzg u nich podczas roz-
wigzywania zadan, w ktorych maja odkryé i zastosowaé odkryte zasady?

e Czy potrafia wspotpracowaé podczas rozwiazywania zadania?

e W jakim stopniu wspdlna praca ma wplyw na sposéb rozwiagzania zada-
nia oraz odkrywanie regularnosci i stosowanie ich w zadaniu?

Metodologia

Przedstawione tutaj badania zostaly przeprowadzone w lutym 2008 roku
wéréd ucznidéw czwartej klasy szkoly podstawowej (dzieci 9-10 letnie). Badanie
obejmowalto cykl czterech nastepujacych po sobie spotkan, w trakcie ktérych
uczniowie rozwiazywali kolejne zadania. Wszystkie spotkania byty nagrywa-
ne kamera video. Po przeprowadzonym badaniu zostal sporzadzony protokot
z badania. Uczniowie pracowali w parach. Badacz rozmawial z kazda grupa
w trakcie rozwigzywania przez nia zadania.

W badaniu udziat wzieto 12 uczniéw. Uczniowie mieli do dyspozycji arku-
sze pracy, patyczki, dtugopisy oraz kalkulator. Przed przystapieniem do pracy
zostali poinformowani, ze zadania moga rozwigzywaé¢ w sposéb dowolny, na
otrzymanych arkuszach moga zapisywaé¢ wszystko, co uznaja za konieczne.

Narzedzie badawcze stanowity cztery arkusze, po dwa zadania na kazdym.
Zadania byly nastepujace: uczniowie uktadajg zapatczany wzorek z figur — raz
sa to trojkaty, raz kwadraty o boku dlugosci jednej zapatki. Pytanie brzmialto:
ile zapatek potrzebujesz na ulozenie 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 takich figur? Wyniki
nalezato wpisa¢ do odpowiedniej tabelki. W zadaniu drugim pytano o to, ile
zapatek potrzeba na utozenie takich 10, 25 i 161 figur.

Wzorki, jakie byly przedmiotem kolejnych zadan, przedstawialy sie naste-

pujaco.

1. Oddzielne tréjkaty tej samej wielkosci, ulozone w jednym rzedzie.
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2. Oddzielne kwadraty tej samej wielkoéci, utozone w jednym rzedzie.

3. Kwadraty tej samej wielkosci, utozone w jednym rzedzie, potaczone jed-
nym bokiem.

4. Trojkaty tej samej wielkosci, utozone w jednym rzedzie, obrécone w sto-
sunku do siebie o 180°, potaczone jednym bokiem.

Dobor zadan i kolejnos¢ arkuszy nie byta przypadkowa. Chodzito o spraw-
dzenie, czy uczniowie beda korzystali z wezesniejszych do$wiadczen przy roz-
wigzywaniu nowych zadan, czy raz wypracowana strategia rozwiazania bedzie
miala zastosowanie przy nastepnym zadaniu.

Zadanie to oraz sposob jego prezentacji (cztery nastepujace po sobie se-
sje) byly dla uczniéw czyms$ nowym. Do tej pory na lekcjach matematyki
nie rozwigzywali zadan polegajacych na dostrzeganiu wystepujacych regut
i uogdlnianiu zauwazonych zaleznosci. Byto to dla nich nowe wyzwanie.

Material badawczy stanowia wypelnione przez uczniéw arkusze z zadania-
mi oraz filmowy zapis ich pracy i stenogram z badan.

Ogoblne oméwienie wynikéw badan w tej grupie

Praca uczniéw nad zadaniem wielokrotnie przebiegata podobnie. Dato to
mozliwos$¢ stworzenia ogdlnego modelu pracy uczniéow. Zewnetrzna forma pra-
cy pokazala, ze pierwsze dwa arkusze uczniowie rozwiazywali bardzo szybko.
Nie potrzebowali przy tym uktadaé¢ wzorku zlozonego z odpowiednich figur,
od razu przystepowali do wypelniania tabelki, a nastepnie do udzielenia od-
powiedzi na pytanie drugie. Potrafili bezblednie podaé regule (zazwyczaj bylo
to sformutowanie stowne, uczniowie nie odwotywali si¢ zazwyczaj do symboli-
ki), wedlug ktorej buduje sie dany wzorek. Niektérzy uczniowie ukladali tylko
jedna figure (jeden trojkat w przypadku arkusza pierwszego i jeden kwadrat
w przypadku arkusza drugiego). Bylo to raczej zaznaczenie, o jaki rodzaj fi-
gur chodzi w zadaniu, niz o wspomaganie sie w jego rozwiazaniu. Trudnosci
pojawialy sie podczas pracy nad arkuszem trzecim. Jedna z nich dotyczyla
sformutowania ,polaczonych w jednym rzedzie”. Uczniowie pytali, jak po-
szczegblne figury maja byé ze soba polaczone — bokami czy wierzchotkami.
Kolejna przeszkoda pojawiala sie przy przejsciu z tabelki do pytania drugiego.
Uczniowie nie mieli na tyle patyczkéw, aby kontynuowaé uktadanie wzorku.
Ponadto w tabelce podawali kolejne wartosci, a w pytaniu drugim nastepowat
»przeskok”. Dla uczniéw poczatkowo problemem byto wypelnienie powstatej
luki. Aby udzieli¢ odpowiedzi, zaczynali wiec analizowaé¢ dotychczasowe roz-
wigzanie zadania oraz sposéb powstawania wzorku.

Analizujac bardziej szczegdlowo przebieg pracy calej badanej grupy mozna
zbudowaé ogélny model rozwigzywania zadan tej serii. Strategie stosowane
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przez uczniéw byly nastepujace.

Arkusz pierwszy byl wypelniany bardzo szybko. Odkrycie reguly nastepo-
walo juz na etapie wypelniania tabelki i przejawiatlo sie w sposobie jej wy-
pelnienia. Bylo to: dodaj trzy do poprzedniej wielkosci (dotyczyla tabelki)
albo pomnéz liczbe trojkatow przez 3. Wszystkie odpowiedzi i formutowane
reguty byly poprawne, uczniowie potrafili dokonaé¢ stownego uogdlnienia, nie
stosowali jednak zapisu symbolicznego.

Arkusz drugi — uczniowie zauwazali analogie do zadania poprzedniego. Nie-
ktérzy z rozpedu stosowali regute ,pomnéz przez trzy”. Rozwiazanie zadania
trwalo znacznie krécej, niz w przypadku arkusza drugiego.

Arkusz trzeci byl dla uczniéw wyzwaniem. Poczatkowo prébowali prze-
nie$¢ metode rozwigzania z poprzednich arkuszy. Widzac, ze jest nieskutecz-
na, szukali innego rozwigzania. Zaczynali analizowaé tres¢ zadania. Nastepnie
uktadali z zapalek fragment wzoru — dla dwéch, trzech kwadratéw. Manipula-
cje pomagatly im odkry¢ regute: pierwszy kwadrat z czterech, kazdy nastepny
z trzech elementéw, zatem aby podaé liczbe potrzebnych zapaltek nalezy do
poprzedniej wartosci dodaé trzy. Przy rozwiazywaniu zadania drugiego poja-
wialy sie dwa sposoby postepowania: kontynuacja ,doliczania tréjek” az do
10 kwadratéw lub szukanie czastkowych wynikéw w tabelce, korzystanie z juz
uzyskanych danych. Uczniowie poczatkowo byli przekonani o poprawnoéci tej
ostatniej metody, dopiero rozmowa z nauczycielem oraz weryfikacja stosowanej
metody dla danych z tabelki (np. czy tak bedzie dla 7) powodowala zmiane
sposobu myslenia i odkrycie odpowiedniej zaleznosci.

Arkusz czwarty réowniez stanowil dla uczniéw wyzwanie. Korzystali tutaj
jednak z doswiadczen nabytych podczas pracy nad arkuszem trzecim, dlatego
tez praca nad zadaniem przebiegala sprawnie.

Opisany powyzej model jest ogdlny i nie daje podstaw do odpowiedzi na
sformutowane cele badawcze. Dlatego gléwny wysitek badawczy skierowatam
na szczegotowy analize pracy kazdej pary dzieci. Przyktad takiej analizy przed-
stawiam w dalszej czedci tego opracowania. Dotyczy on procesu rozwiazania
zadan z arkusza trzeciego, jakie zaprezentowaly dwie dziewczynki, Sybilla
i Nikola.

Praca Sybilli i Nikoli

Nikola to dziewczynka bardzo dobrze radzaca sobie ze szkolng matematyka,
dobrze operujaca posiadana wiedzg. Sybilla jest uczennica znacznie stabsza,
ktora potrzebuje do rozwiazania zadania reprezentacji wizualne;j.

Podczas rozwiazywania zadan z dwéch poprzednich arkuszy dziewczynki
nie pracowaly razem. Sybilla rozwiazywala zadania razem z inna swoja kole-
zanka, Paulina. Wtedy, zanim zaczely rozwiazywac¢ zadanie z arkusza pierw-
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szego, Sybilla ulozyta kilka trojkatow, a nastepnie wypetnita tabelke wspodlnie
z Paulina. Jako metode pracy przy wypelnianiu tabelki wspoélnie podaty zasa-
de: dodaje za kazdym razem trzy. Przechodzac do pytania drugiego zmienity
regute na: pomnéz liczbe trojkatéw przez 3. Jako ogélna regute podaly: trzeba
liczbe tréjkatéw pomnozyé przez 3, bo kazdy tréjkat ma 3 boki. W przypadku
zadan z arkusza drugiego dziewczynki postepowaly podobnie. W tabelce do-
dawaly 4, a w pytaniu drugim mnozyty przez 4. Jako ogélna regule podaty:
pomnéz liczbe kwadratow przez 4.

Nikola dwa pierwsze arkusze wypelniata samodzielnie. Nie uktadata zad-
nych figur, od razu przechodzita do wpisywania odpowiednich warto$ci w ta-
belce. Od samego poczatku stosowala regute wiazaca liczbe figur z liczba za-
palek, potrafita je réwniez uogdlni¢ dla dowolnego elementu. Zaréwno w roz-
wiazaniu Sybilli i Pauliny, jak i w rozwiazaniu Nikoli nie pojawil si¢ zapis
symboliczny, ale jedynie stowne wypowiedzenie ogdlnej reguty.

Podczas pracy nad arkuszem trzecim Nikola i Sybilla tworzyly jeden ze-
sp6t. Dziewczynki bardzo zgodnie wspotpracowaty. Nikola pozwalata Sybilli
jako pierwszej rozwiazywaé zadanie, a jezeli kolezanka miata z tym trudno-
$ci, przejmowala inicjatywe, a nastepnie ponownie kazalta jej powtorzy¢ cate
rozumowanie.

Poczatkowo Sybilla nie rozumiala, co to znaczy ,w jednym rzedzie”. Ni-
kola wytlumaczyta jej, o co chodzi, uktadajac wzér z patyczkéw na lawce
i objasniajac sposéb jego powstawania:

[a—

. S: [ezyta na glos tres$é zadania] ...Co to znaczy w jednym rzedzie?

[\)

. N: O tak [rekq na lawce wskazuje rzqd] (...) Patrz, utéz kwadrat [Sybilla
uktada kwadrat]. Teraz budujesz drugi tak [Nikola doklada trzy zapalki
do kwadratu ulozonego przez Sybille]. Widzisz, tu masz trzy. I tak dalej
uktadasz.

3. S: aha 4.
4. N: Czyli w pierwszym bedzie cztery, a pézniej trzy dodajesz.

5. S: Aha, to juz wiem. (...) [zaczyna wypelniac tabelke] No to dla jednego
kwadratu to bedzie cztery, (...) teraz dwa razy trzy, bo jest trzy zapalki
tutaj [zabiera jedng zapalke z pierwszego kwadratu.

6. N: [doklada zapalke] Teraz zobacz. Tu sa dwa kwadraty. Nie dokladaly-
Smy trzy i trzy, tylko tu bylo cztery [wskazuje pierwszy kwadrat].

7. S: Siedem.
8. N: Tak, siedem. Do tego dodajesz trzy czyli...
9. S: Daziesiec.
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Sybilla nie rozumiata, w jaki sposob powstaje wzorek. Nikola zaprezento-
wala kolezance, w jaki sposéb buduje si¢ kolejne kwadraty. Jej samej wystar-
czyly tylko dwa elementy, by ,,zobaczy¢” calos¢ i zrozumieé ogdlng zasade bu-
dowania wzorku. Dla Sybili byto to za mato. Po dwdch elementach nie widziata
jeszcze calej struktury. Sformulowanie ,tu masz trzy, i tak dalej ukladasz” [1]
czy ,po67niej dodajesz trzy” [3] moglo sie jej skojarzy¢ z poprzednimi dwoma
zadaniami. Tam caly czas dodawalo sie te same liczby, co mialo przetozenie na
0g0lng regule: pomnéz liczbe figur przez liczbe zapaltek, ktére musisz dokta-
daé. Stad tez zastosowala rozwiazanie: dla dwoch kwadratéow bedzie dwa razy
trzy zapalki — przeciez dokladam trzy. Dopiero ponowne wyjasnienie sposobu
uktadania przez Nikole oraz zwrdcenie uwagi na fakt, ze na pierwszy kwa-
drat wykorzystujemy cztery zapalki, a na kazdy nastepny trzy zaowocowalo
zrozumieniem zadania [7] i poprawnym wypelnieniem tabelki przez Sybille.

Aby odpowiedzie¢ na pytanie o ilos¢ zapalek potrzebng do zbudowania
10 kwadratéw dziewczynki ,przedtuzyly” tabelke, dodajac po trzy zapalki
do poprzedniej liczby, az doszty do 10 kwadratéow. Byla to strategia jasna
i zrozumiata dla obu dziewczynek, a wynikata bezposrednio z wcze$niej przy-
jetej strategii rozwigzywania zadania. Na tym etapie uczennice nie odkryty
jeszcze zadnych zaleznoSci wystepujacych miedzy liczba kwadratow a liczba
zapatek w tworzonym wzorze.

kwadratow k a 2 4 3 ¢ 7

Liczba (é ‘ Cj /<O)

o

Liczba ? jf 1O /S 146 149 % (Lb‘ Z& /,9{

zapalek

Tab. 1. Przedluzanie tabelki

Po udzieleniu odpowiedzi na pytanie o 10 kwadratéw Nikola postanowita
sprawdzi¢, czy uzyskany wynik jest poprawny. By¢ moze w ten sposéb chciata
uprzedzi¢ nauczyciela, ktéry podczas pracy nad dwoma poprzednimi arku-
szami po kazdym rozwigzanym zadaniu pytal ,dlaczego taki bedzie wynik?”,
,skad wiesz, ze tak bedzie?” A moze intuicyjnie zastosowala postulowany przez
G. Poly’a ,rzut oka wstecz”, wykazujac sie duza dojrzaloscig matematyczna.
Sprawdzenie poprawnosci wyniku odbywato si¢ w nastepujacy sposéb.

10 N: ... Dziesie¢ razy cztery, czyli pelne kwadraty, bedzie czterdziesci.
A teraz nie wszystkie byly z czterech zapalek, dziewie¢ bylo z trzech
zapaltek, nie?

11 S: Tak.

12 N: To odejmujemy sobie te dziewie¢ zapaltek, czyli trzydziesci jeden, ta-
kie sprawdzenie.
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13 S: No.

Sprawdzajac, czy wynik jest poprawny, Nikola nawigzala do poprzednie-
go zadania oraz do sposobu tworzenia wzoru w tym zadaniu. Powigzala wiec
dwa rézne, oddzielne doswiadczenia, co ja doprowadzilo do stworzenia mode-
lu myslowego innego, niz rzeczywiscie wykonana procedura. Jej rozumowanie
wygladalo nastepujaco: mam zbudowaé dziesie¢ kwadratéw; gdyby byty to
oddzielne kwadraty, na kazdy musialabym wykorzystaé¢ cztery zapalki, czyli
4 x 10 = 40 zapalek. Ale moje kwadraty musza by¢ potaczone, czyli tylko
pierwszy bedzie z czterech zapalek, a na kazdy nastepny potrzebuje juz tylko
trzech, czyli o jedna zapaltke mniej. Takich ,niepelnych” kwadratéw zbuduje
dziewieé, czyli dziewie¢ razy bede miata o jedna zapatke mniej.

Ten spos6éb rozumowania okazal sie bardzo pomocny w dalszej pracy nad
zadaniem i doprowadzil do odkrycia ciekawych zaleznosci. Tutaj wykorzysta-
ly inne powiazania: skorzystaly z prawa rozdzielnosci mnozenia wzgledem do-
dawania. Skupienie uwagi na wtasnosciach dzialan, na tym aby ,poprawnie
wykorzystaé¢ arytmetyke” spowodowalo, ze zapomnialy o strukturze wzorku
i wystepujacych tam zaleznosciach.

Odpowiadajac na pytanie o liczbe zapalek dla 25 kwadratow dziewczynki
zastosowaly nastepujaca strategie: (1) 25 to 2x10 i 5. (2) Na 10 kwadratéw
potrzeba 31 zapalek, co wiemy z zad.2a). (3) Zatem 20 kwadratéw to 2x31
czyli 62 zapalki. (4) I jeszcze dodaje 5 kwadratéw czyli 5x3 zapalki. (5) Czyli
w sumie mam 77 zapalek. Dokonujac sprawdzenia dziewczynki zauwazyly
blad.

14 N: Jest dwadzieScia pie¢ kwadratéw, razy cztery [Sybilla liczy na kal-
kulatorze] to jest sto. Ale musimy jeszcze odja¢ dwadziescia cztery (...)
[odczytuje wynik z kalkulatora] siedemdziesiat szesé. Dlaczego sie pomy-
litysmy?

Dziewczynki chca znalezé Zzrédto btedu. W tym celu ponownie przeliczaja
zadanie, wykorzystujac kalkulator. Powtarzaja przy tym dokladnie to samo
rozumowanie, ktére doprowadzito do btedu.

15 N: No to, to bedzie tak [liczy na kalkulatorze]: dziesieé¢ razy cztery to jest
czterdziesci, odjaé dziewieé réwna sie trzydziesci jeden [sprawdza wynik
na kartce]. Dobrze zrobilysmy. Teraz trzydziesci jeden razy dwa to jest
szesédziesiat dwa (...) I teraz musimy jeszcze dodaé te pie¢ kwadratéw
czyli pieé¢ razy trzy czyli pietnascie.

16 Nauczyciel: A dlaczego dodajecie dwa razy trzydziesci jeden?

17 N: Zeby bylo dwadziescia kwadratéw.
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18

19

20

21

22
23

Nauczyciel: Dobrze, te trzydziesci jeden to bedzie taki jeden rzad zlozo-
ny z dziesieciu kwadratéw, tak?

N: Tak.

Nauczyciel: I do niego doktadacie drugi rzad z dziesieciu kwadratow, tak?
Do pierwszego rzedu kwadratow doktadamy drugi, zeby powstal jeden
dlugi rzad zlozony z dwudziestu kwadratéw. (...) A jak macie ulozony
rzad z dziesieciu kwadratéow i obok drugi rzad z dziesieciu kwadratow
i jezeli teraz dosuniecie je do siebie...

N: To musimy wzia¢ jedna zapalke... Aha [poprawia wynik] czyli dobrze
siedemdziesiat sze$¢. Ok. No to sto szedédziesiat jeden. No to zrébmy
tak: [zapisuje na kartce] sto sze$édziesiat jeden razy cztery .

S: [liczy na kalkulatorze].

N: Ok., to teraz... [bierze kalkulator i wykonugje obliczenia 644 — 160] ...
czterysta osiemdziesiat cztery.

Jako sprawdzenie teraz Nikola wykorzystata nastepujace rozumowanie:
od 484 zapalek odejmuje 4 — bo tyle potrzeba na pierwszy kwadrat. Teraz
480 dziele przez 3 — bo pozostale kwadraty maja po 3 zapalki. Otrzymuje
480 : 3 — 160. Jest 160 kwadratéw niepelnych plus ten pierwszy, co daje nam

161.

Strategia, ktéra do tej pory byla jedynie sposobem na sprawdzenie wyni-
ku, stala sie reguta, wedtug ktérej uczennice rozwiazywaly zadanie. Okazalo
sie, ze jest ona niezawodna - pozwolita wykryé¢ blad przy poprzednim rozwia-
zaniu. Jest przy tym jasna i klarowna. Latwo ja stosowac, ma zastosowanie do
wszystkich przyktadow.

24
25

26
27
28
29

30
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Nauczyciel: A gdybyscie mialy ulozyé tysiac kwadratéw?

N: To jest tatwe. Patrz. Piszemy tysiac, nie? [zapisuje 1000] tak jak tu
robilyémy i mnozymy przez cztery. (...) I od tych czterech tysiecy co
trzeba?

S: Odjaé.
N: Odjaé te jedna zapatke od kazdego kwadratu oprécz pierwszego.
S: No. Czyli odjaé trzy.

N: Dlaczego trzy? (...) Patrz, masz tysiac kwadratéw, pomnozysz przez
kazdy taki [wskazuje na utozony kwadrat z czterech zapalek| czyli przez
cztery, tak jakby kazdy mial cztery boki, prawda? I masz cztery... nie,
to mozna zrobi¢ inaczej.

S: Cztery tysiace.



Stymulowanie myslenia algebraicznego w §rodowisku regularnosci

31 N: Tysiac pomnozy¢ przez trzy to bedzie trzy tysiace.
32 S: Tak.

33 N: I teraz co zrobimy? Dodasz jednego kwadrat, tego z czterech. Ten
sposob wydaje mi sie tatwiejszy.

W trakcie rozmowy Nikola zauwazyla jeszcze inna zaleznos¢ zachodzaca
miedzy liczba kwadratow i liczba zapalek. Udalo jej sie to zauwazyé dzieki
kazdorazowemu sprawdzaniu poprawnosci wyniku. Byla to zalezno$é, ktora
nie odzwierciedlala rzeczywistego sposobu tworzenia wzoru. Wydaje sie, ze
byta sprowokowana sama procedura arytmetyczna (przewidywanymi trudno-
$ciami w prowadzeniu myslowych obliczen na duzych liczbach). Nastapita wiec
racjonalizacja postepowania i przejécie na latwiejsza metode. Aby ja odkry¢,
uczennica musiata elastycznie potaczyé podejscie arytmetyczne z geometrycz-
ng interpretacja rachunkéw i dokonaé rozktadu kazdego kwadratu na figure
zbudowang z 1 + 3 bokéw. Nikola jednym aktem mysli ogarneta caty proces
tworzenia wzorku, budowanego ”od konica”, czyli od niepelnych kwadratéow,
teraz — zgodnie z instrukcja: biore trzy zapatki, doktadam kolejne trzy, pdzniej
kolejne trzy itd., a po ich zbudowaniu ,domykam” pierwszy kwadrat dokta-
dajac brakujacy bok. W takim podejéciu kwadrat nie funkcjonuje jako catosé
(nie jest reprezentowany globalnie jako okreslony ksztalt), ale jako twor kon-
struowany, w ktérym boki (i inne wlasnosci) posiadaja niezalezny status.

Podana przez dziewczynki ogélna reguta dla tego zadania brzmi: pomnéz
liczbe kwadratéw przez trzy i dodaj jeden.

Podsumowanie

W przeprowadzonych badaniach uczniowie bardzo dobrze poradzili sobie
z nowym dla nich zadaniem. Potrafili dostrzega¢ wystepujace w zadaniu za-
leznosci, stosowali poprawnie zauwazone reguly. Rozwiazujac zadanie ucznio-
wie korzystaja ze zbioru wiadomosci, jaki wezesniej udato im sie zgromadzié.
Wykorzystuja informacje o kwadracie oraz o tym, jak ma wyglada¢ wzorek. Te
dane pozwalaja im na stworzenie ogélnego modelu — ,generic model” (Hejny,
Kratochvilova 2005) dotyczacego powstawania kolejnych elementéw ukladan-
ki. Potrafia odkryta przez siebie zaleznos¢ uogdélni¢ i podaé jej stowny zapis.
Zatem potrafia oderwaé sie od konkretu i mysle¢ abstrakcyjnie.

Zaprezentowany tu fragment badan pokazuje, jak bardzo rézne sa drogi
myslowe dziecka. Wida¢ réwniez jak bardzo wazna jest w procesie rozwia-
zywania zadania werbalizacja wlasnych myéli oraz sprawdzenie swojego toku
rozumowania — weryfikacja juz uzyskanych wynikéw. Mowil o tym wyraznie
G. Polya — ,rzut oka wstecz”. Podczas sprawdzania poprawnosci wykonania
zadania uczennice odkryly nowe podejécie do zadania. Zatem poprzez weryfi-
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kacje stowng byly w stanie zmieni¢ swoje spojrzenie na zadanie. Werbalizacja
spowodowala zmiang ich dziatania. Dzigki temu potrafity uogdlni¢ zauwazona
regute.

Najwazniejsza dla osiagniecia sukcesu w rozwigzywaniu zadan calej serii
byta umiejetnosé¢ tworzenia powiazan miedzy doswiadczeniami zebranymi na
wcezedniejszych poziomach, jak i tworzenie powigzan z innymi fragmentami
wiedzy matematycznej. Pierwsze zadanie dalo szanse na stworzenia uogoélnie-
nia dla szukania odpowiedzi o liczbe zapalek, potrzebna dla budowania od-
dzielnych figur. To do$wiadczenie zaowocowato w zadaniu drugim — uczniowie
na ogbt bez probleméw przenosili strategie z zadania o tréjkatach na zadanie
o kwadratach. Tak réwniez postapilty dziewczynki z opisywanego tutaj zespotu.
Strategia liczenia ilodci elementéw dla szlaczka sktadajacego sie z 10 potaczo-
nych kwadratéw byla przyniesieniem strategii pracy z zadania o oddzielnych
kwadratach, ale na poziomie sprawdzenia tego zadania nastgpito nowe odkry-
cie, nie bedace werbalizacja stosowanej procedury.

Kolejny wazny moment, ktéry zaowocowal nowymi odkryciami - to przej-
Scie od myslowej procedury przeliczania zapalek we wzorku z zadania 3 do
zastosowania prawa rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania. Liczac ilosé
zapatek dla wzorku zbudowanego z 25 kwadratéw automatycznie przeszty na
strategie liczenia zapalek dla 20 kwadratéw (rozumianych jako 2 x 10) oraz 5
kwadratéw. Strategia okazala sie nieskuteczna, ale godnym podkreslenia jest
fakt, ze w ogdle zostata przez uczennice zastosowana. Potrzeba sprawdzenia
poprawnosci uzyskanego wyniku zmusita dziewczynki do weryfikacji tej strate-
gii i do poszukiwania nowych powigzan. Tym razem w tworczy sposéb zosta-
ly wykorzystane doswiadczenia z pierwszego i drugiego zadania. Dziewczynki
przetworzyly tamte doswiadczenia prowadzace do strategii przemnazania ilo-
Sci elementéw (figur) przez liczbe zapalek potrzebnych do zbudowania jednej
figury. Teraz powtarzaly sie ,niepelne figury” (majace sens jedynie poprzez
funkcjonowanie w szlaczku, jako jego kolejne motywy). Jedynie pierwszy ele-
ment skladal sie z ,pelnej” liczby bokéw. Stad tez aby podaé liczbe zapatek
potrzebnych do ulozenia danego wzorku nalezy do wyniku uzyskanego poprzez
pomnozenie wszystkich elementéw przez ,niepelny kwadrat” czyli 3, dodaé
jeszcze pierwsza, ,domykajaca’ zapalke.

Dziewczynki prezentowaly rézny poziom wiedzy. Bez wzgledu jednak na
to obie potrafity odnalezé sie w ,algebraicznej rzeczywistoéci”. Obie pokaza-
ly, ze potrafiag mys$le¢ algebraicznie, mimo ze w réznym stopniu opanowaly
arytmetyke. Jednoczesnie arytmetyka, zbytnie skupienie si¢ na obliczeniach
i poprawnym stosowaniu regut arytmetycznych, przeszkadzaly w rozwiazaniu,
zaciemnialy badz przestanialy istote zadania. Moze zatem warto rozwija¢ my-
Slenie algebraiczne niezaleznie od arytmetycznego?
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Stimulating of algebraic reasoning
in environment of regularities

Summary

Algebra is a topic that is very often omitted within polish primary schools’
curriculums. Teaching mathematics at this level is mostly focused on shaping
abilities and knowledge on arithmetic. Meanwhile a lot of time has been devo-
ted to discussing teaching algebra at primary schools. It’s being discussed abo-
ut so called primary algebra that is about introducing of algebraic reasoning.
(Mutschler, 2005). It’s very hard though, to differentiate between algebraic and
arithmetic reasoning. One of the suggested ways of developing algebraic reaso-
ning is ”superstructure” above arithmetic reasoning. It’s done through gene-
ralization arithmetic considerations by substituting constants. We can obtain
it thanks to setting tasks that are based on discovering arithmetic-geometric
dependencies that are able to be generalized and written down using symbols.

Discovering and pointing down regularities by pupils is very important
issue that is present at world’s teaching mathematics trends. In many countries
attention is paid to rhythm and regularities. A lot of descriptions of conducted
researches that trace discovering and generalization of spotted rules can be
found in literature(Zazkis, Liljedahl, 2002, Littler, Benson, 2005). Looking for
regularities is particularly effective while solving mathematic problems as it’s
consider to be a good strategy in working out these tasks.

My research shows some partial results of researches that have been car-
ried out at primary school among fourth grade students. These researches
trace issue of discovering regularities that may be helpful in creating algebraic
connections. I elaborated general strategies that are use by students during
their work at particular tasks and draw attention to work and reasoning of
one pair students chosen from the whole group of pupils who took part in the
research.

Part of the research that I presented shows exactly how much differ ways
of children reasoning. It is also apparent how big and important role play
verbalization of one’s own thoughts and looking up steps of one’s reasoning
and verification of results. This issue was underlined by G. Poly who took
attention to ”Throwing one’s eye back”. During looking up the accuracy of
performing task students discovered new attitude towards the same task. This
shows that through verbal verification students are able to change their points
of view as the verbalization caused it. Thanks to it students were able to
generalize the rule that they once have spotted.
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Girls presented different level of knowledge. Regardless of this difference,
both of them were able to find themselves in algebraic reality. They showed
that they both possess algebraic reasoning even though they had different
levels of arithmetic knowledge. Arithmetic simultaneously with focusing on
calculations and proper usage of arithmetic rules hindered process of solving
task and in some way made it more difficult to see and understand properly
the core of their actions. It leads to asking the question that it may be better if
the algebraic reasoning were developing independently of the arithmetic one?
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