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Pomocnicza rola wykresu komputerowego
przy rozwiązywaniu zadań z analizy

matematycznej

Prowadząc zajęcia z analizy matematycznej nie sposób nie zauważyć po-
trzeby ilustracji graficznej różnych pojęć matematycznych. Co więcej, widać jak
dzięki tym ilustracjom, to co jest niejasne, staje się zrozumia le. Jest to widoczne
zarówno w przypadku osób zaczynających swoją edukację matematyczną w wyż-
szych uczelniach, jak i tych którzy powinni już dużo wiedzieć – magistrantów.

Pos lużymy się dwoma cytatami mówiącymi o potrzebie korzystania z ilu-
stracji graficznych w świecie matematyki.

„Chociaż w analizie matematycznej nie określa się funkcji graficznie, ale do
graficznej ilustracji funkcji odwo lujemy się zawsze. Przejrzystość i poglądowość
wykresu czynią z niego niezastąpiony środek pomocniczy do badania funkcji.”
(Fichtenholz, 1985, t. 1, s. 80).

Natomiast Sawyer (1988) w W poszukiwaniu modelu matematycznego, na
stronie 42. pisze:

„Wykresy przenikają ca ly świat matematyczny, powinnísmy więc wyrobić
w sobie zwyczaj rozważania, czy danej sytuacji nie może wyjaśnić w laśnie wy-
kres (. . . ) Gdy napotkamy jakís wykres po raz szósty, powie on nam więcej niż
przy pierwszym razie (. . . ) Przy pierwszym spotkaniu z wykresem z ogromnym
wysi lkiem przenikamy jego sekretne znaczenie.”

Spotykamy się z różnymi problemami. Począwszy od trudności przedstawie-
nia graficznego funkcji, której wzór jest znany i nawet niezbyt skomplikowany,
ale nigdy nie widzielísmy ani nie sporządzalísmy jej wykresu, aż do podania
w lasnego przyk ladu ilustrującego daną teorię. Wykres wykonany za pomocą
komputera w wielu przypadkach będzie mia l przewagę nad tym sporządzonym
ręcznie. Wykres komputerowy jest zwykle dok ladniejszy, a także możliwy do wy-
konania, gdy wzór funkcji jest bardzo skomplikowany. Prowadzący zajęcia sam
odkrywa korzyści, które p lyną z analizowania wykresu, w szczególności, gdy
jest on sporządzony osobíscie przez studenta rozwiązującego problem. Ponadto,
jak wynika z badań (Duda, 2009), sporządzanie wykresów na kalkulatorze gra-
ficznym i odczytywanie ich przez ucznia może stać się źród lem inspiracji do
stawiania pewnych hipotez matematycznych i jednocześnie weryfikowania ich.
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Problem I

Wykres komputerowy jako pomoc w zrozumieniu zagadnień w pra-
cach magisterskich

Pisanie prac magisterskich stawia studenta w sytuacji wej́scia w nieznany
wycinek danej dziedziny. Student w określonym czasie zapoznaje się z pojęciami
(definicjami, twierdzeniami i dowodami tych twierdzeń), co pozwala „poruszać
się” po tym materiale.

Jednak problem stanowi konstrukcja w lasnego przyk ladu ilustrującego daną
teorię lub twierdzenie. Bez podania nieraz prostego przyk ladu rodzą się wąt-
pliwości, czy aby materia l ów jest zrozumiany w laściwie przez studenta. Skąd
to się bierze? Jedną z ważnych przyczyn jest brak ćwiczeń z zakresu mate-
ria lu opracowanego przez studenta. Nieraz brak na to czasu. Prawdopodobnie,
również niektórzy studenci mają trudności z przeprowadzeniem samodzielnie
takich ćwiczeń lub uważają je za niepotrzebne.
O „mocowaniu się” uczących się matematyki i już dojrza lych matematyków
z nowymi problemami tak pisze Sawyer (1988) w Matematyce nauką przyjemną
(s. 156–157):

„Wykresy mogą być bardzo pomocne przy uczeniu się matematyki. Wiele
osób potrafi wykonać wszystkie operacje prowadzące do rozwiązania zadania,
gdy im się pokaże to rozwiązanie, ale same nie umieją wpaść na to rozwiązanie.
Rozumieją każdy poszczególny krok, ale nie wiedzą, jaki ciąg kroków należy
zastosować. Tę trudność można pokonać tylko wtedy, gdy uczy się widzieć zna-
czenie wzorów matematycznych. Wielu matematyków myśli o swoich proble-
mach przez ca ly dzień, bez względu na to, gdzie się znajdują. Nie pamiętają oni
wszystkich wzorów; pamiętają obraz, jaki problem stworzy l w ich umyśle. Myślą
ustawicznie o tym obrazie, dopóki nie wpadnie im do g lowy metoda rozwiązania
problemu (. . . ) Wykresy są jednym ze sposobów tworzenia obrazu problemu.”

W każdym z przypadków przyk lady zamieszczone w pracach mog ly kończyć
się na obliczeniach. Zazwyczaj sporządzenie wykresu komputerowego by lo po-
przedzone żmudnymi obliczeniami. Wykresy do tych przyk ladów mia ly spe lniać
rolę niejako dodatkową, mia ly one „upiększyć” te prace. Taki by l zamiar począt-
kowy. Jaką więc rolę odegra ly wykresy do lączone do obliczeń?
Podamy niżej przyk lady ilustrujące pewne zagadnienia matematyczne, które
uzupe lniono wykresem komputerowym. Przyk lady te wybrane są z prac magi-
sterskich magistrantów autorki (studia dzienne i zaoczne, kierunek matematyka,
specjalność nauczycielska). Będziemy odwo lywać się tu tylko do niezbędnego
minimum pojęć matematycznych, koniecznego do wyjaśnienia przyk ladów.

A. Szeregi Fouriera stanowią wdzięczną tematykę, jeśli chodzi o sporządzanie
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wykresów. Mamy tutaj do czynienia ze sporządzaniem wykresów sum częścio-

wych Sn (Sn(x) = a0

2 +
n
∑

k=1

(ak cos kx + bk sin kx)) szeregu Fouriera funkcji f

sk ladających się z dużej liczby sk ladników funkcyjnych. Takich sum trzeba wy-
kreślić nieraz wiele, aby móc zilustrować twierdzenia o ich zbieżności do funkcji
granicznej. Przedtem należy wykonać obliczenia wspó lczynników a0, ak i bk

(dla k = 1, 2, . . .) szeregu Fouriera (Fichtenholz, 1985, t. 3, s. 358–359).

Cornu (1986), który zajmowa l się pojęciem granicy, pisze o wizualizacji
w przypadku przybliżania krzywych szeregami Taylora. Takich prób, uczeń czy
student może wykonać wiele, często pod kontrolą nauczyciela.
Piszący pracę magisterską, ćwiczenia te wykonać musi sam, żeby potem coś
wybrać ze sporządzonych wykresów, aby ta wizualizacja by la jak najlepsza.
Wie również o tym, że to co robi musi się udać. Wykres ma być zakończeniem
przyk ladu. Dla dwóch lub trzech wybranych n można zilustrować za pomocą
sum częściowych twierdzenia o zbieżności szeregów Fouriera.
Na rysunku 1. przedstawiono wykres funkcji f zadanej wzorem f(x) = π−2x

4
oraz wykresy sum częściowych S5 (linia ciemniejsza) i S30 (linia jaśniejsza) jej
rozwinięcia w szereg Fouriera dla x ∈ (0, π).
Studentka wykreślając sumy częściowe o niskich indeksach i porównując te wy-
kresy z wykresami sum częściowych dla innych funkcji ma wrażenie, że pope lni la
b ląd w obliczeniach. Jest to przyk lad sytuacji, gdy sumy częściowe o niskich
(jednocyfrowych) indeksach odbiegają mocno od funkcji f . Zbieżność znacznie
lepiej ilustrują sumy częściowe o wyższych indeksach.

W pobliżu punktów nieciąg lości (punktów skoku) funkcji f można zauważyć
nadmierny „wyskok” sum częściowych. Sytuacja ta nosi nazwę efektu Gibbsa
(Fichtenholz, 1985, t. 3, s. 417). Można te odchylenia samodzielnie zmierzyć
i porównać z oszacowaniem na podstawie wzoru podanego w literaturze.
Przyk lad takich „wyskoków” sum wyraxnie widać w otoczeniu punktów x = 0
oraz x = π na rysunku 1.
Student dokona l pomiaru wielkości tych „wyskoków” na wykresach Sn, które
sporządzi l dla wybranej przez siebie funkcji f . 0trzyma l wyniki bardzo zbliżone
do podanych za pomocą wzoru.

Natomiast, gdy sporządza się wykresy sum Fejéra σn dla tej samej funkcji

(σn(x) = a0

2 +
n
∑

k=1

n−k

n
(ak cos kx + bk sin kx)), wtedy efekt Gibbsa w punktach

nieciąg lości już nie występuje. Sytuację tę opisuje twierdzenie w Fichtenholz
(1985, t. 3, s. 517).
Można to zobaczyć, gdy przyjmuje się w szczególności te same indeksy dla sum
σn, co w przypadku sum częściowych Sn. Również tę sytuację student odczytuje
z wykresów sporządzonych przez siebie.
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Rysunek 1. Wykres pochodzi z pracy magisterskiej Haliny Spis Zupe lność
uk ladu trygonometrycznego. Operacje na szeregach (UZ, 2002); na potrzeby pu-
blikacji jest sporządzony ponownie przez Piotra Szczepaniaka.

Jeszcze innym przyk ladem, związanym z szeregami jest wyznaczanie funkcji
y jako funkcji x w postaci szeregu potęgowego z równania F (x, y) = 0 w otocze-
niu punktu (x0, y0), przy czym F jest analityczna w tym punkcie. Dla wyzna-
czenia wspó lczynników rozwinięcia funkcji y wykonuje się szereg obliczeń (Fich-
tenholz, 1985, t. 2, s. 430). Potem wykreślając F (x, y) = 0 oraz funkcję y można
zaobserwować, jak wygląda to w otoczeniu punktu (x0, y0). Z powodu żmudnych
obliczeń, studentka wyznaczy la tylko trzy początkowe wspó lczynniki szeregu
funkcji y. Z wykresu odczyta la, że już to przybliżenie  ladnie ilustruje twierdze-
nie. Bardzo blisko punktu (x0, y0) wykresy tych funkcji prawie pokrywają się.

B. Obserwacja przez studenta badań prowadzonych przez fizyków w pracowni
fizycznej.
Pisząc pracę magisterską dotyczącą zastosowania szeregów Fouriera w fizyce,
student obserwuje przebieg badania standardowej próbki chemicznej za pomocą
spektrometru (EPR) (więcej informacji w Kęcki, 1998).
Student kierunku matematyka specjalności nauczycielskiej po raz pierwszy mia l
okazję przyjrzeć się, jak wyglądają badania profesjonalne w pracowni fizycznej.
Wydruki uzyskane w trakcie badania są odpowiednio interpretowane przez fi-
zyków.
Na rysunku 2. przedstawiono wydruk uzyskany w trakcie badania. Jest to wy-
kres krzywej obrazującej sygna l EPR (zależność pierwszej pochodnej absorpcji
od natężenia magnetycznego) dla próbki DPPH.
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Rysunek 2. Rysunek pochodzi
z pracy magisterskiej Roberta Kędzi
Zastosowanie szeregów Fouriera do
pewnych zagadnień fizyki (WSP
Zielona Góra, 2001).

C. Przyk ladem wykorzystania wykresu komputerowego do ilustracji funkcji
dwóch zmiennych może być sporządzenie wykresu funkcji beta.
Na rysunku 3. przedstawiono wykres funkcji beta (ca lka Eulera pierwszego ro-

dzaju) B(a, b) =
1
∫

0

xa−1(1 − x)b−1 dla parametrów a, b ∈ (0, 10).

Studentka nie spotka la wykresu funkcji beta w literaturze. Sporządzenie wy-
kresu mia lo tu na celu zaspokojenie ciekawości, jak wykres tej funkcji wygląda
(dla parametrów jak wyżej) oraz wzbogacenie strony estetycznej pracy.

Rysunek 3. Rysunek pochodzi z pracy magisterskiej Izabeli Stafińskiej Funkcja
beta, jej podstawowe w lasności i zastosowania (UZ, 2003).

Jeszcze innym przyk ladem może być ilustracja zagadnienia przed lużania
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funkcji dwóch (również jednej) zmiennej. Funkcję przed lużoną wyznacza się
wykonując wiele obliczeń. (Zagadnienie przed lużania funkcji można znaleźć
w Fichtenholz, 1985, t. 1, s. 487–497.) Student, wykonując wykresy do w lasnych
przyk ladów funkcji f oraz obliczonych funkcji przed lużonych, może zaobser-
wować, jak zachowują się funkcje przed lużone na zewnątrz obszaru określoności
funkcji f (zgodnie z twierdzeniem – funkcje przed lużone zachowują klasę Cn

funkcji f).

Problem II

W przypadku ilustracji zadań rozwiązywanych na bieżąco na ćwiczeniach, ideal-
ną sytuacją by laby możliwość przeprowadzenia części zajęć w pracowni kompu-
terowej. Jeśli osoba prowadząca zajęcia z przedmiotów informatycznych godzi
się na wspó lpracę z prowadzącym zajęcia z matematyki, wtedy możemy liczyć,
że wykresy do zadań zaproponowanych przez nas będą sporządzone. Można też
poprosić kilku studentów o przygotowanie takich wykresów, a nieraz i do tego
krótkich referatów w domu i zaprezentowanie ich grupie. Taka sytuacja w prak-
tyce autorki występowa la na kierunkach studiów niematematycznych. Pozostali
studenci z wielkim zainteresowaniem śledzili wykresy, sprawdzając przy tym
poprzednio wykonane obliczenia.
Wykresy przygotowali wybrani studenci. Sytuacja ta by la analogiczna do opi-
sanej przez Sawyera w Myślenie obrazowe w matematyce elementarnej (1988,
s. 140):

„W klasie mogą się znaleźć uczniowie uparci lub entuzjaści, dla których pe-
wien stopień trudności stanowi wyzwanie. Może w laśnie oni narysują bardziej
pracoch lonne wykresy i zademonstrują wyniki reszcie uczniów. Takie postępo-
wanie odpowiada potrzebom nowoczesnego spo leczeństwa.”

Jako przyk lad może pos lużyć sporządzenie wykresu funkcji f z parametrami
określonej wzorem: f(x) = axx−c

x+b
, gdzie a, b, c > 0, x ≥ c (semestr I, kierunek

niematematyczny).
Funkcję tę wykorzystują studenci tego kierunku na innym przedmiocie.
Przeprowadzono badanie tej funkcji na tablicy i porównano szkic jej wykresu
z wykresem komputerowym (dla tych samych wartości parametrów) sporządzo-
nych przez wybranego studenta. Zmieniając wartości parametrów a, b, c, można
prześledzić zachowanie się funkcji na odpoweidnich wykresach komputerowych.

Problem III

Wykrywanie i możliwość eliminacji b lędów
W przypadku badania funkcji (mających zastosowanie w innych dziedzinach
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wiedzy) na ćwiczeniach z matematyki na kierunku niematematycznym, w ra-
chunkach występowa ly b lędy (znaki w pierwszej i drugiej pochodnej), co mia lo
znaczny wp lyw na przebieg tych funkcji. Dzięki przedstawieniu wykresów kom-
puterowych można by lo szybko te b lędy wykryć. Również przy konstrukcji
przyk ladów do prac magisterskich, b lędne obliczenie wspó lczynników szeregów
Fouriera (a0, ak i bk dla k = 1, 2, . . .) dla funkcji f by lo powodem, że na
wykresach pojawia ly się sumy częściowe szeregu Fouriera, które mocno od-
biega ly od zadanej funkcji f . Z twierdzeń o zbieżności szeregów Fouriera wy-
nika lo coś innego. Wtedy  latwo by lo wykryć b ląd powsta ly ze z lych obliczeń
wspó lczynników. Podobnie, w przypadku wyznaczania funkcji y w postaci sze-
regu, jak i konstruowania funkcji przed lużonych jednej i dwóch zmiennych,
każda pomy lka w rachunkach „widoczna” by la na wykresach.

Wnioski końcowe

W każdym z omówionych przypadków da lo się zauważyć dużą potrzebę spo-
rządzenia wykresu, a zw laszcza wykresu komputerowego. Niejednokrotnie da lo
to w laściwe „ujrzenie” problemu i upewnienie się co do prawid lowego rozu-
mowania studenta. Wykres komputerowy umożliwi l wykrycie b lędów rachun-
kowych. Nada lo to pracom elegantszą formę, a także zajęcie się „na trochę”
problemem informatycznym i zdystansowaniem się do rozważanych zagadnień
(poszerzenie spojrzenia na matematykę). Spośród korzyści p lynących ze sto-
sowania kalkulatora (komputera) w nauczaniu matematyki, o których pisze
Cornu (1986), wymienimy takie, jak: niezależność ucznia od nauczyciela (tempo
pracy), „decentralizację” – uczeń nie jest ostatnim aktorem, część akcji jest prze-
niesiona na maszynę, wreszcie konieczność wyrażania się przez ucznia bardzo
ścísle , bo w zależności od tego dzia la maszyna. Korzyści te w naszym przy-
padku by ly również widoczne. Podczas, gdy studenci różnych niematematycz-
nych kierunków studiów referowali na ćwiczeniach z matematyki zadania, do
których do lączony by l wykres, pozostali koledzy ze skupieniem i w ciszy odbie-
rali treści im przekazywane. Wykresy sporządzone by ly w różnych programach
matematycznych. W przypadku prac magisterskich wykresy na początku spra-
wia ly trudności. Wielu z magistrantów zasięga lo konsultacji w tym zakresie.
Z badań ankietowych odnośnie wykorzystania komputerów przy sporządzaniu
wykresów i na zajęciach z analizy matematycznej na kierunku matematyka spe-
cjalności nauczycielskiej wynika, że jest różnie w poszczególnych uniwersytetach,
ale ogólnie rzecz biorąc nie jest zbyt dobrze (pisze o tym Zarzycki, 2008).

Mimo trudności przy sporządzaniu wykresów, by ly one dla studentów bar-
dzo ważne i cieszy ly ich. Ważność tę należy rozumieć tu jako nowe doświadczenie
polegające na skorzystaniu z wykresu komputerowego przy rozwiązywaniu za-
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dania matematycznego. W przypadku magistrantów kierunku nauczycielskiego
mających zamiar podjąć pracę w szkole, stanowi lo to ponadto zachętę do ko-
rzystania z pomocy dydaktycznej jaką jest komputer w nauczaniu matematyki.
Wykresy wykonano w większości w kolorach. Nieprzeceniona jest jednak ich po-
moc w lepszym zrozumieniu teorii matematycznych, zg lębieniu ich i utrwaleniu.
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