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Z. badan nad ksztaltowaniem sie u studentow
matematyki pewnych aspektow
matematycznej aktywnosci

Wstep

Jednym z waznych komponentéw studiowania matematyki jest aktywna po-
stawa 0s6b bioracych w nim udziat. Z. Krygowska (1977) w nastepujacy sposéb
charakteryzuje ten proces: uczenie sie matematyki jest zorganizowang aktyw-
noscig obejmujgcg:
1) przejmowanie i asymilowanie informacji otrzymywanych z réznych Zridel,
2) bezposrednie wykorzystywanie tych informacji dla:

a) rozwigzywania standardowych zadan magjgcych charakter ¢wiczebny,
b) samodzielnego zdobywania nowych informacyi,

3) tworzenie subiektywnie nowych dla uczgcego sie elementéow wiedzy, subiek-
tywnie nowych pojeé, twierdzern i metod w toku rozwigzywania problemow
sformutowanych przez innych lub samego uczgcego sie.

Wsréd réznych aspektow aktywnosci zwraca sie uwage na umiejetnosé od-
krywania i formulowania twierdzen oraz przedtuzania i uogdlniania zadan oraz
probleméw.

W niniejszej pracy interesowa¢ nas bedzie proces rozwiazywania zadania
w fazie refleksji nad otrzymanym rozwigzaniem. Prowadzenie tego typu rozwa-
zal uwazamy za wazne, bowiem stwarza ono okazje do rozwijania tworczosci
matematycznej. Omawiana dyskusja nad rozwiazaniem zadan realizuje zalecenie
G. Polyi dotyczace ,rzutu oka wstecz” (Polya, 1993).

Proponowanie uczacym sie odpowiednio dobranego materiatu zadaniowego
moze przyczynié¢ sie do samodzielnego odkrycia przez uczacych sie nieznanego
im twierdzenia sugerowanego przez zadanie albo znalezienia nowej prawidto-
wosci, ktéra na pierwszy rzut oka nie jest widoczna w zadaniu.

Swiadomie odrézniamy tu terminy ,odkrywanie” twierdzenia i jego ,znale-
zienie”. Jest tak dlatego, ze podzielamy poglad Z. Krygowskiej (1977), iz do
odkrycia twierdzenia podczas rozwigzywania zadari moze dojs$é w jednej z czte-
rech ponizszych sytuacji:
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W pierwszej uczen odkrywa twierdzenie, rozwigzujgc zadanie da-
ne mu a priori ... W sytuacji drugiej uczern rozwigzuje dane mu,
ale bardziej otwarte zadanie, w ktdrym wyraznie widaé juz, ze cho-
dzi o wykrycie 1 dowdd nowego twierdzenia ... W sytuacji trzeciej
uczen sam zadaje takie pytania i sam lub przy pomocy nauczyciela
szuka na nie odpowiedzi ... Wreszcie moze sig zdarzyc i zdarza sie,
ze uczen formuluje twierdzenie w postaci hipotezy wyrazajgc w ten
sposob spostrzezenie na przyktad pewnej regularnosci obserwowanej
w poszczegolnych przypadkach lub intuicyjnie oczywistej relacji. Py-
tanie dotyczy wtedy ogolnej ,prawdziwosci” tego co zauwazono.

W pracy z 2009 roku (Major, Powazka 2009) podalismy kilka przyktadéw
zadan stereometrycznych, w ktérych refleksja nad otrzymanym rozwiazaniem
prowadzi do sformutowania subiektywnie nowych dla uczacych sie twierdzen
matematycznych. Omawiane tam zadania nie pozwalaja na realizacje w pelni
zadnej z sytuacji opisanych powyzej. W wyniku refleksji nad rozwigzaniami
zadann formutuje sie twierdzenia o pewnych obiektach matematycznych, ale
istotny jest tu fakt, ze pytania matematyczne (polecenia) zawarte w tresci
zadan dotycza innych obiektéw niz te, o ktérych mowa w twierdzeniach. Na
przyktad zadanie dotyczy wyznaczenia objetosci prostopadloscianu, podczas
gdy formulowane twierdzenie dotyczy zaleznosci pomiedzy miarami katéw, jakie
przekatna prostopadloscianu tworzy z jego krawedziami (por. np. rozwiazanie
zadania 1 w paragrafie 1.3). To z tego powodu postuzyliSmy sie terminem
wznalezé”. W Malym Stowniku jezyka polskiego (1969) czytamy znalezé ... 1. od-
naleZé, 2. odszukac kogos lub cos schowanego, ... 3. natrafi¢ na coé, 4. stwierdzié
wystepowanie czegos. . .

W swietle powyzszych uwag uzycie przez nas tego terminu do opisanych
ponizej sytuacji wydaje sie byé zasadne.

1. Zagadnienia metodologiczne pracy
W tej czesci pracy sformutujemy cele badari i opiszemy ich organizacje. Scha-

rakteryzujemy tez uczestniczace w nich osoby oraz zaprezentujemy narzedzia
badawcze.

1.1. Cele badan

Zauwazmy, ze bezpieczne poruszanie sie w otaczajacym nas $wiecie wymaga
wlasciwej oceny relacji zachodzacych miedzy elementami przestrzeni co naj-
mniej tréjwymiarowej, w ktérej przychodzi nam zy¢é. Umiejetnosci te mozna
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zdoby¢ na przyktad podczas rozwazania probleméw stereometrycznych, ktére
czesto wigza ze soba wiedze geometryczng z trygonometria.

W obecnym programie szkoly ponadgimnazjalnej zaktada sie dosé uboga
znajomosé trygonometrii. Okazuje sie jednak, ze nawet przy tak okrojonym
materiale mozna znalezé¢ bardzo interesujace problemy pozwalajace na tworcza
dziatalnosé uczacych sie matematyki. Odpowiedni materiat zadaniowy, nieprze-
kraczajacy mozliwosci intelektualnych uczacych sie, moze stwarzaé¢ okazje do
znalezienia, przez osoby rozwigzujace zadania, subiektywnie nowych twierdzer
(por. Major, Powazka, 2009).

Celem opisywanych badan byto uzyskanie choéby czesciowej odpowiedzi na
nastepujace pytanie: Czy i jakie twierdzenia matematyczne sa w stanie
znalez¢ i1 sformulowaé studenci w procesie refleksji nad uzyskanym
rozwigzaniem odpowiednio skonstruowanego zadania?

Wydaje sie, ze obecnie w nauczaniu matematyki na réznych poziomach edu-
kacji nie poswieca sie zbyt wiele czasu na taka refleksje, a przeciez odgrywa ona
wazna role w rozwijaniu tworczej aktywnosci tak uczniéw, jak i studentéw.

Analizujac zebrany material badawczy podejmujemy wiec prébe okreslenia
umiejetnosci studentéw w znajdowaniu réznych prawidlowosci pojawiajacych
sie podczas rozwiazywania zadaii matematycznych i formutowaniu tych pra-
widlowosci w postaci pewnych stwierdzen. Zwracamy tez uwage na bledy po-
peliane przez respondentow.

Uzyskane wyniki obserwacji moga by¢ pomocne w ocenie réznych aspektéw
matematycznej aktywnosci oséb poddanych badaniom, ktére maja byé przysz-
lymi nauczycielami.

1.2. Grupa badawcza, organizacja badan

Badania zostaly przeprowadzone w semestrze letnim roku akademickiego 2009/
2010 na czterech rocznikach nauczycielskich matematycznych studiéw dzien-
nych w Uniwersytecie Pedagogicznym w Krakowie. Uczestniczyto w nich lacznie
141 os6b. W tabeli 1 podano liczby studentéw z poszczegdlnych rocznikéw bio-
racych dobrowolnie udzial w badaniach.

Lp. | Rok studiéw | Liczba studentéw
1 I rok 66
2 IT rok 20
3 IIT rok 28
4 V rok 27
Razem 141

Tabela 1. Liczba studentéw uczestniczacych w badaniach.
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Badania na roku II zostaly potraktowane jako badania pilotazowe. Testo-
wano w nich opracowany kwestionariusz badan pod wzgledem jego przydatnosci
do realizacji celéw zamierzonych badan. Na podstawie analizy uzyskanych od-
powiedzi zmieniona zostala redakcja niektérych fragmentéw kwestionariusza
w czescl wstepnej, zawierajacej niezbedne definicje i twierdzenia oraz rozbu-
dowano sformulowanie zadania 1 (por. Aneks).

Do badari wlasciwych wybrano roczniki: pierwszy, trzeci i piaty. Wybér tych
rocznikéw nie byt przypadkowy.

Studenci roku pierwszego mogli posiada¢ stosunkowo duze umiejetnosci roz-
wiagzywania zadan stereometrycznych, z uwagi na niedawne zdawanie egzaminu
maturalnego. Studenci roku trzeciego koriczyli etap edukacji na poziomie licen-
cjatu uzyskujac prawo nauczania matematyki w szkotach podstawowych i gim-
nazjach. Powinni wiec posiada¢ pewne umiejetnosci w zakresie dostrzegania
analogii i formulowania wnioskéw inspirowanych rozwigzaniem zadania mate-
matycznego. Studenci roku piatego byli przedstawicielami ostatniego rocznika,
ktéry w naszym Uniwersytecie koniczyt jednolite, piecioletnie studia magister-
skie. Studenci ci mieli okazje do zapoznania sie z wieloma dzialami matema-
tyki, a w ramach zaje¢ z dydaktyki matematyki poznawali specyfike ,,matema-
tyki szkolnej”. Nalezalo przypuszczaé, ze powinni oni by¢ mozliwie najlepiej, ze
wszystkich badanych, przygotowani do twérczej pracy.

W czasie badan studenci udzielali pisemnych odpowiedzi na pytania kwe-
stionariusza badan. Pod trescia kazdego z zadari bylo wydzielone miejsce na
jego rozwiazanie. Respondenci pracowali przez 60 minut w obecnosci oséb pro-
wadzacych badania. Czas trwania badan maégt zostaé¢ (na zyczenie studentéw)
przedtuzony. Studenci z tego przywileju nie skorzystali.

1.3. Narzedzie badawcze

Jak juz wspominano, w Aneksie zamieszczony zostal kwestionariusz wykorzy-
stany w badaniach. W pierwszej jego czesci znalazly sie informacje teoretyczne
przydatne do rozwigzania zadan. Byly to: twierdzenie o objetosci prostopadtos-
cianu i ostrostupa prostego, twierdzenie o dtugosci przekatnej prostopadloscianu
oraz twierdzenie sinuséw. ZamiesciliSmy je dlatego, aby brak znajomosci elemen-
tarnych tresci geometrycznych nie wptynal negatywnie na wyniki badan.

Twierdzenie sinuséw nie byto bezposrednio potrzebne w rozwiazaniu zadnego
z zadan, ale mialo stanowi¢ podpowiedz do znalezienia twierdzenia 1(ii).

W czesci drugiej kwestionariusza znalazly sie trzy zadania dotyczace ob-
jetosci prostopadtoscianu oraz ostrostupa prawidlowego czworokatnego. Kazde
z nich zostalo rozszerzone o polecenia majace na celu zainspirowanie studentéw
do refleksji nad uzyskanym w czesci a) rozwiazaniem. Zadanie 1a) dotyczylo ob-
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liczenia objetosci prostopadioscianu o przekatnej dlugosé d i danej mierze katéw,
jakie ta przekatna tworzy z krawedziami prostopadloscianu wychodzacymi ze
wspélnego wierzcholka.

W rozwigzaniu tego zadania, przyjmujac ze a, b, c oznaczajg dtugosci krawe-
dzi prostopadioscianu, zas «a, 8, miary katéw, jakie przekatna d tworzy z od-
powiednimi krawedziami (zob. rysunek 1), dostajemy nastepujace réwnosci:

a=dcosa, b=dcosf3, c=dcosy.
Stad i z twierdzenia o objetosci prostopadtoscianu wynika, ze

V = d3 cos o cos 3 cos .

Rysunek 1.

Oczekiwalismy, ze refleksja nad rozwiazaniem tego zadania doprowadzi do
sformutowania nastepujacego twierdzenia.
TWIERDZENIE 1. Niech «,(,v bedg miarami kgtow, jakie przekgtna prosto-
padtoscianu tworzy z krawedziami wychodzgcymi z jednego wierzchotka.

(i) Wtedy zachodzi réwnosé
cos® a + cos? f 4 cos?y = 1.

(ii) Iloraz dtugosci krawedzi prostopadtoscianu i cosinusa kgta przyleglego do
tej krawedzi jest réwny diugosci przekgtnej prostopadtoscianu, tzn.

a b a

cosa  cosf3  cos7y
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Zauwazmy, ze przekatna prostopadioscianu jest srednicg kuli na nim opi-
sanej. Zatem twierdzenie 1(ii) jest w swym ksztalcie podobne do twierdzenia
sinuséw zawartego w czesci teoretycznej kwestionariusza.

Znalezieniu powyzszych prawidlowosci mialy pomée czesci b) i d) zadania 1.
Natomiast w rozwiazaniu czesci ¢) zadania 1 mozna bylo zastosowaé twierdzenie
1(i). Poniewaz cos § = ? i 3(@)2 # 1, wiec nie istnieje prostopadloscian,
w ktérym przekatna tworzy z kazda z krawedzi kat o mierze 7.

Przeprowadzenie tego rozumowania wymagalto jednak znalezienia i popraw-
nego zastosowania nastepujacego twierdzenia wynikajacego bezposrednio z roz-
wiazania czesci la) zadania.

TWIERDZENIE 2. Jezeli o, 8,7 sg¢ miarami kgtow, jokie przekgtna prostopad-
toscianu o dlugosci d tworzy z odpowiednimi krawedziami a,b, ¢ wychodzgcymsi
z jednego wierzcholka (rysunek 1), to zachodzg zaleznosci:

a=dcosa, b=dcosf, c=dcos~.

Odnotujmy w tym miejscu, ze twierdzenie 1(i) mozna interpretowaé¢ w jesz-
cze inny sposéb. Zaltézmy, ze w jednym z wierzchotkéw podstawy dolnej prosto-
padloscianu umieszczamy prostokatny uktad wspétrzednych, w ktérego osiach
zawieraja sie krawedzie prostopadloscianu. Na przekatnej prostopadloscianu
wychodzacej z tego wierzchotka umieszczamy dowolny niezerowy wektor o'.
Wtedy zapisana w twierdzeniu 1(i) réwnosé jest wlasnoscia cosinuséw kierun-
kowych tego wektora. Interpretacja ta jest pomocna w rozwiazaniu czesci le)
zadania. Wiadomo, ze rzutem prostokatnym prostopadlo$cianu na plaszczyzne
podstawy jest prostokat, bedacy podstawa tego prostopadloscianu, zas rzutem
przekatnej prostopadtoscianu jest przekatna tego prostokata. Pozostajac przy
interpretacji wektorowej, przyjmijmy we wzorze z twierdzenia 1: § = § — «,
V=3 (w geometrii przyjmuje sie, ze wektor zerowy — rzut wysokosci prosto-
padloscianu na plaszczyzne podstawy — jest prostopadly do tej plaszczyzny)
otrzymujemy réwnosé

cos? o + cos? (g — a) =1,
skad na mocy wzoréw redukcyjnych

2

0052a+sin a=1.

Otrzymalismy zatem tzw. , jedynke trygonometryczng”.

Dla opisu rozwiazania zadania 2a) przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku 2.
Niech a,b, c oznaczaja dlugosci krawedzi prostopadloscianu, zas d dlugosé
jego przekatnej. Niech « oraz § oznaczaja miary katéw, jakie przekatne Scian
bocznych tworza odpowiednio z krawedziami a oraz b, zas vy miare kata, jaki
przekatna graniastostupa tworzy z plaszczyzna podstawy (zob. rysunek 2).
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Rysunek 2.

Zachodzg wtedy réwnosci:
a=cctga=dsinyctga, b=cctgf = dsinyctgp.

c=dsin~,
Zatem objetosé prostopadloscianu wyraza sie¢ wzorem
V = d®sin® vy ctg o ctg S.

Dla rozwigzania zadania 2b) wystarczy skorzysta¢ z wzoréw na dlugosci
krawedzi wyprowadzonych w rozwiagzaniu zadania 2a) oraz z wzoru na kwadrat

dtugosci przekatnej prostopadlo$cianu. Dostajemy wtedy:
d? = d?sin? y ctg? a + d? sin? v ctg? 3 + d? sin? 4.

Stad po podzieleniu przez d?> mamy
1 = sin® y ctg? a + sin? y ctg? § + sin? 4.

Odejmujac od obu stron tej réwnosci sin?~ i korzystajac z ,,jedynki trygono-

metrycznej” dostajemy réwnosé
cos? v = sin? ¥ ctg2 a + sin? ol ctg2 0.

Dzielgc te réwnosé przez sin? v zachodzi
ctg? v = ctg? o + ctg? 5.
W wyniku rozwiazania zadania 2a) i refleksji nad uzyskanymi w nim zalez-

nosciami udowodnili$émy nastepujace twierdzenie (Major, Powazka, 2009).
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TWIERDZENIE 3. Jezeli o, B sg miarami kgtow, jakie przekgine $cian bocznych
wychodzgce z tego samego wierzchotka tworzg z plaszczyzng podstawy i vy jest
miarg kgta nachylenia przekgtnej prostopadtoscianu do tej plaszczyzny, to za-
chodzi rownosé 9 9 9

ctg” o + ctg” B = ctg” .

Znalezione twierdzenie 3 mozna wykorzysta¢ w rozwiazaniu zadania 2c).
Z wlasnodci szescianu wynika, ze katy o i 3 maja miare 7, zatem na mocy
twierdzenia 3 zachodzi o T 9
2 =2ctg 1 = ctg”,
skad wobec faktu, ze 7 jest katem ostrym, wynika ctgy = v/2. Poniewaz funk-
cja cotangens jest malejgca w przedziale (0, 5), wigc kat nachylenia przekatne;
szescianu do jego podstawy ma miar¢ mniejszg od 7.

Trzecie zadanie kwestionariusza badan dotyczylo wlasnosci ostrostupéw.
W czegdci 3a) tego zadania poszukuje si¢ objetosci ostrostupa prawidtowego czwo-
rokatnego, znajac dtugos$é a krawedzi podstawy oraz miare kata «, jaki krawedz
boczna tego ostrostupa tworzy z krawedzia podstawy (por. rysunek 3).

a

Rysunek 3.

Oznaczmy przez w dhugosé wysokosci sciany bocznej ostrostupa, a przez h
diugos¢ jego wysokosci. Wtedy: w = § tga. Stosujac twierdzenie Pitagorasa do
tréjkata prostokatnego wyznaczonego przez wysokosé h ostrostupa, wysokosé w
$ciany bocznej i odcinek przystajacy do polowy krawedzi podstawy dostajemy:

(8 = ()’
Stad _ g\/thcx——l.

h
2
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Zatem objetos¢ ostrostupa wyraza sie wzorem
3
a
V= f\/thQ -1
To rozwigzanie wymaga zatozenia dodatniosci wyrazenia pod pierwiastkiem.
Wynika z niego, ze kat a winien mie¢ miare taka, by tg?a — 1 > 0. Poniewaz
z warunkéw zadania kat « jest ostry, wiec nieréwnosé ta jest réwnowazna
nieréwnosci tga > 1, czyli a € (%, §) (por. Major, Powazka 2010). Znalezienie
dopuszczalnych wartosci kata « bylo celem polecenia 3b).
W zadaniu 3¢) nalezalo powtérzyé rozumowania z czesci 3a) i 3b) dla ostro-

stupa prawidtowego tréjkatnego (zob. rysunek 4).

a
Rysunek 4.

Oznaczajac przez a dtugo$é krawedzi podstawy, przez o miare kata nachy-
lenia krawedzi bocznej do krawedzi podstawy oraz przez h diugosé wysokosci
ostrostupa, a przez w diugos¢ wysokosci Sciany bocznej, dostajemy w = § tg a.

Rozumujac jak w rozwiazaniu czesci 3a) i korzystajac z faktu, ze odcinek
taczacy spodek wysokosci ostrostupa z srodkiem krawedzi podstawy jest trzecia
czescia wysokosci tréjkata rownobocznego bedacego podstawa ostrostupa, do-
stajemy:
o V= ai’ tg? a 1

—u\VE Ty

Warunkiem istnienia rozwigzania jest, by tg a — @ >0, czyli a € (5, 5)-

Celem zamieszczenia zadania 3 w kwestionariuszu bylo rozstrzygniecie, czy
badani studenci potrafig znalezé i sformulowaé nastepujace twierdzenie.
TWIERDZENIE 4. Niech o bedzie kgtem, jaki krawedZ boczna prawidtowego ostro-

stupa prostego tworzy z krawedzig podstawy.

T oo

1 2)

b) Jezeli podstawq ostrostupa jest trdjkgt réwnoboczny, to o € (5, 5).

a) Jezeli podstawq ostrostupa jest kwadrat, to o € (
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2. Analiza wynikéw badan

W niniejszym paragrafie przedstawimy analize uzyskanych wynikéw badan ze
szczegllnym uwzglednieniem uwag dotyczacych ksztaltowania sie u studentéw
réznych aspektéw matematycznej aktywnosci. Obok poszukiwania odpowiedzi
na pytanie badawcze sformutowane w paragrafie 1.1, zwrécimy uwage na inne
elementy tej aktywnosci (por. Krygowska, 1986).

Wyniki ilosciowe dla kazdej grupy badanych zamieszczone zostaly w tabelach
2-5. Podane liczby oznaczaja liczbe uzyskanych odpowiedzi w badanej grupie
studentéw. W kolumnie ,czesciowe” podano liczbe rozwigzan, ktérych auto-
rzy poprawnie wypisywali zaleznosci miedzy elementami prostopadtoscianu lub
ostrostupa, rozpoczeli rachunki, w ktérych nie popekili zadnych bledéw albo
sporzadzili poprawny rysunek.

Oméwienie rozpoczynamy od prac studentéw roku drugiego, ktorzy, jak
wspominali$my wczesniej, stanowili grupe pilotazowa.

2.1. Analiza odpowiedzi studentéw roku drugiego

Wyniki badan uzyskane w tej grupie prezentujemy w Tabeli 2. Analizujac dane
nalezy stwierdzi¢, ze zadania la), 2a) i 3a) znajdowaly si¢ w sferze mozliwosci
studentéow, bowiem kazdy z badanych podjat prébe ich rozwiazywania. Jednak
podczas tej dzialalnosci wystapily réznego rodzaju trudnosci. Liczby popraw-
nych rozwigzan w tych zadaniach sg poréwnywalne: 25% rozwiazanin w zada-
niu la) i 20% rozwiazan w zadaniach 2a) i 3a). Réwniez liczby czesciowych
rozwigzan dla tych zadan sa poréwnywalne: 55% prac dla zadan la i 2a) oraz
20% prac dla zadana 3a). Najwiecej blednych rozwiazan pojawilo sie w zadaniu
3a) (60% prac studentéw).

Numer zadania | Polecenie | Poprawne | Czesciowe | Bledne | Brak | Razem
1 a) ) 11 4 0 20
1 b) 7 2 0 11 20
1 c) 3 0 9 8 20
1 d) 3 3 0 14 20
2 a) 4 11 ) 0 20
2 b) 2 2 1 15 20
2 c) 0 1 2 17 20
3 a) 4 4 12 0 20
3 b) 2 0 11 7 20
3 c) 0 2 8 10 20

Tabela 2. Wyniki badania studentéw II roku matematyki.

80



Z badan nad ksztaltowaniem si¢ u studentéw matematyki pewnych aspektéw ...

Brak rozwiagzan zadani 1b), 1d), 2b), 2¢), 3¢) moze $wiadczy¢ o tym, ze u ba-
danych studentéw nie zostaly jeszcze uksztaltowane rézne aspekty matematycz-
nej aktywnosci, takie jak dostrzeganie i wykorzystywanie analogii, formutowanie
1 uzasadnianie twierdzer, dedukowanie (Krygowska 1986). Okazalo sie, ze 55%
uczestniczacych w badaniach studentéw II roku matematyki nie podjeto préby
sformutowania zadnej zaleznosci miedzy elementami prostopadtoscianu, mimo
tego, ze niektdérzy z nich w rozwiazaniu zadania la) korzystali z pewnych zwiaz-
kéw. Zadanie 1d) wymagalto postuzenia sie pojeciem rzutu prostokatnego prosto-
padloscianu na plaszczyzne podstawy i przeniesienia znalezionych prawidtowosci
z przestrzeni na plaszczyzne. W jego rozwiazaniu nalezalo wigc dostrzec i wyko-
rzysta¢ pewne analogie. Podobnych umiejetnosci wymagalo rozwiazanie zadania
3c). Rozwigzywania omawianych zadari nie podjeto sie odpowiednio 70% i 50%
badanych.

Rozwiazania zadari 2b) i 2c¢) wymagaly umiejetnosci dowodzenia lub wycia-
gania wnioskéw ze znalezionych juz wczesniej informacji. Préby rozwigzywania
tych zadan nie podjelo odpowiednio 75% i 85% respondentéw. Swiadczy to
zapewne o braku do$wiadczenia studentéw w samodzielnym prowadzeniu rozu-
mowan matematycznych.

Jednym z waznych czynnikéw, wplywajacych na zachowanie sie cztowieka
w otaczajacym $wiecie, jest jego intuicja. Psychologia rozumie przez intuicje
sposdb rozumienia lub poznania, ktéry mozna scharakteryzowaé jako bezposredni
i natychmiastowy nie oparty na Swiadomym rozumowaniu (Reber, Reber, 2005).
W kazdym z trzech zadan kwestionariusza znajdowaly sie zadania, w rozwigza-
niu ktérych mogta poméc lub przeszkodzié intuicja rozwiazujacego. Byly to po-
lecenia 1c), 2¢) , 3b). Z danych zamieszczonych w Tabeli 2 wynika, ze 45% bada-
nych blednie rozwiazalo zadanie 1c), 85% os6b nie podjelo préby rozwiazania za-
dania 2¢), a 10% studentéw rozwiazalo je blednie oraz 55% badanych rozwiazato
blednie zadanie 3b), a 35% o0s6b nie rozwiazywalto go wcale.

Do najczesciej popelianych bledéw nalezy zaliczyé:

e 7le zastosowane definicje funkcji trygonometrycznych,

e 7le zaznaczone katy na sporzadzonych rysunkach, co w konsekwencji pro-
wadzilo do uzyskania zlych zaleznosci,

e zly wzor na przekatng prostopadioscianu; blad ten pojawil sie jedynie
u 15% studentéw roku drugiego i stal sie powodem doprecyzowania sto-
sownego sformutowania w czesci teoretycznej ,nowego” (zamieszczonego

w aneksie) kwestionariusza badaii,

e zastosowanie wzoru na objetosé prostopadloscianu (ze wspétczynnikiem %)

Pierwsze dwa rodzaje btedéw spowodowaty, ze 60% badanych nie rozwigzato
poprawnie zadania 3a).
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2.2. Analiza odpowiedzi studentéw roku pierwszego

W tabeli 3 przedstawiono wyniki uzyskane przez studentéw roku pierwszego.
Réwniez i tu zadania la), 2a) i 3a) okazaly sie by¢ dla studentéw dosé tatwe.
Najwiecej oséb (93% badanych) podjeto probe rozwiazania zadania 3a), ale tylko
33% respondentéw rozwiagzalo je poprawnie, a 7% badanych — cze¢sciowo. Prébe
rozwiazania zadania la) podjeto 83% badanych. Liczba poprawnych rozwiazan
byla poréwnywalna do liczby poprawnych rozwigzan w zadaniu 3a) i wynosita
30% ogotu prac. Najstabiej wypadlo rozwiazanie zadania 2a). Zadanie to roz-
wigzywato 71% uczestnikéw badan, ale tylko 12% studentéw uzyskalo poprawne
rozwigzanie, a pozostate 59% badanych podalo rozwigzanie czesciowe. Najtrud-
niejszym dla badanych bylo polecenie le). Zadania tego nie rozwiazywalo nieco
ponad 73% o0s6b uczestniczacych w badaniach. Poprawne rozwigzanie uzyskato
jedynie 12% respondentow.

Postawiony w poleceniu 1d) problem dotyczacy sumy kwadratéw cosinuséw
katéw nachylenia przekatnej do krawedzi prostopadloscianu podjelo jedynie
18% uczestnikéw badan, lecz tylko 12% respondentéw rozwigzalto go poprawnie.

Numer zadania | Polecenie | Poprawne | Czesciowe | Bledne | Brak | Razem
1 a) 20 7 30 9 66
1 b) 19 0 4 43 66
1 c) 10 0 16 40 66
1 d) 8 0 4 54 66
1 e) 8 1 0 o7 66
2 a) 8 39 ) 14 66
2 b) 5 5 1 55 66
2 c) 0 2 2 62 66
3 a) 22 6 33 ) 66
3 b) 0 11 26 29 66
3 c) 6 14 6 40 66

Tabela 3. Wyniki badania dla studentéw I roku matematyki.

Podobnie jak w badaniu pilotazowym (paragraf 2.1) niewielka grupa studentéw
(12% respondentéw) poprawnie ocenila, ze nie istnieje prostopadloscian, w kto-
rym katy nachylenia przekatnej prostopadioscianu do kazdej z krawedzi ma
miar¢ 7. Natomiast 24% badanych studentéw uwazata, ze taki prostopadioscian
istnieje. Fakt ten $wiadczy¢ moze o braku umiejetnosci znalezienia twierdzenia
2 1 o bardzo silnej intuicji istnienia szescianu, ktéry jest prostopadioscianem
o krawedziach rownej dtugosci. Jak wynika z paragrafu 2.1, problem ten pojawit
sie réwniez u studentéw roku II, ktérzy powinni legitymowaé sie juz znacznie
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wiekszym do$wiadczeniem w formutowaniu i stosowaniu twierdzeri od studentéw
roku I.

Warto podkresli¢, ze najwiecej poprawnych rozwiazan (33% wszystkich prac)
uzyskali respondenci w zadaniu 3a), zas najmniej (zero) w czesci ¢) zadania 2
oraz w czgscl b) zadania 3.

Analizujac dane nalezy stwierdzié, ze réwniez duze trudnosci sprawilo ba-
danym rozwiazanie zadaii 2b), 2c), 3b) oraz 3c). Jednoczesnie bardzo wielu
studentéw nie podejmowalo préb pracy nad tymi zadaniami. Najwiecej oséb
nie pracowalo nad czedcia ¢) zadania 2.

Wyniki badani wskazuja na braki w umiejetnosciach dostrzegania analogii
(zadanie 3a) oraz 3c)), stosowania twierdzeii do konkretnych sytuacji (zada-
nie lc), 2¢)) oraz koniecznosci zakladania istnienia uzyskanych wynikéw (za-
danie 3b, 3c)). Stosunkowo duza liczba blednych rozwigzan w zadaniu 3b) na
obu omawianych rocznikach swiadczy o stabym przygotowaniu badanych do
rozwiazywania prostych nieréwnosci trygonometrycznych.

2.3. Analiza odpowiedzi studentéw roku trzeciego

Wyniki badan dla grupy studentéw trzeciego roku matematyki prezentuje ta-

bela 4.

Numer zadania | Polecenie | Poprawne | Czesciowe | Bledne | Brak | Razem
1 a) 6 11 9 2 28
1 b) ) 0 0 23 28
1 c) ) 1 1 21 28
1 d) 3 2 1 22 28
1 e) 2 0 0 26 28
2 a) 7 10 2 7 28
2 b) 4 0 0 26 28
2 c) 0 3 0 25 28
3 a) 11 0 16 1 28
3 b) 2 11 6 28
3 c) 3 ) 9 11 28

Tabela 4. Wyniki badania dla studentéw III roku matematyki.

Wynika z niej, ze podobnie jak miato to miejsce w przypadku studentéw I i II
roku studiéw (paragrafy 2.1, 2.2), zadania la) i 3a) okazaly si¢ najlatwiejsze,
a zadanie 2a) nieco trudniejsze. Zadanie la) rozwiazywalo nieco ponad 93%
respondentéw, ale poprawne rozwigzania uzyskalo tylko 21% badanych, a 39%
uczestnikéw badan podato rozwigzania czesciowe. Najmniej trudnosci sprawito
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badanym zadanie 3a), bowiem tutaj najliczniejsza grupa oséb (33% badanych)
uzyskala poprawne rozwigzanie i nie odnotowano rozwiazan czesciowych. Préby
rozwigzania zadania 2a) nie podjeta czwarta cze$é badanych a tyle samo oséb
rozwigzalo je poprawnie. Natomiast 36% uczestnikéw badan podato rozwigzania
czesciowe. Osoby podajace rozwiagzania czesciowe rozpoczynaly rozwiazywanie
zadania nie kontynuujac go, mimo wyboru poprawnej metody. Prawdopodobnie
osoby te nie mialy swiadomosci tego faktu.

W zadaniu la) 32% respondentéw popehito bledy. Dotyczyly one na ogét
Zle zastosowanych definicji funkcji trygonometrycznych.

Poprawne rozwigzanie pozostatych czesci zadania sprawilo studentom duze
trudnosci. Najlatwiejszym z nich okazalo sie polecenie 1lc). Niewielka liczba
btednych odpowiedzi moze $wiadczy¢ o tym, ze badani studenci trzeciego roku
studiéw nauczycielskich potrafia prowadzi¢ proste rozwazania i dostrzegaé za-
chodzace prawidtowosci.

Najtrudniejszym dla studentéw okazalo si¢ polecenie le) wymagajace wyko-
rzystania rzutu prostokatnego prostopadioscianu na ptaszczyzne jego podstawy.
Préby rozwigzania tego zadania nie podjeto prawie 93% respondentéw. Jest to
prawdopodobnie zwigzane z zmieniajacymi sie programami nauczania geometrii
na réznych poziomach edukacji, a w tym ze zubozeniem tresci programowych.

Podobnie jak studentom I roku, duze trudnosci sprawilo badanym rozwia-
zanie czegsci b) oraz c) zadan 2 i 3. Zauwazy¢ tez nalezy, ze wszystkie osoby
podejmujace sie rozwiazania zadania 2b) polecenie zawarte w tresci zadania wy-
konaty poprawnie. Jednoczesnie praktycznie wszyscy badani (poza jedna osoba)
pracowali nad zadaniem 3a), przy czym rozwiazania bledne stanowia tu ponad
50% wszystkich prac.

2.4. Analiza odpowiedzi studentéw roku piatego

Wyniki badan dla grupy studentéw roku piatego prezentuje tabela 5.

Zadanie la) rozwiazywali wszyscy uczestnicy badari, z czego 93% badanych
uzyskalo poprawny wynik. Konsekwencja tego wyniku jest wystapienie duzej
liczby odpowiedzi w poleceniu 1b). Zadanie 1b) rozwiazywalo ponad 81% bada-
nych, formutujac rézne prawidtowosci, w tym réwniez wystepujace w twierdze-
niach 11 2. Prawidtowosci te opisywaly poprawnie relacje zachodzace miedzy ele-
mentami prostopadtoscianu, chociaz ich sformutowania nie zawsze byty formal-
nie precyzyjne. Podawano je czesto w postaci zdan twierdzacych bez okreslania
znaczenia wystepujacych w nich symboli, lecz w kilku przypadkach podawano
rysunek wraz z naniesionymi oznaczeniami.

Zauwazmy réwniez, ze prawie wszyscy studenci podjeli probe rozwiazania
zadani 2a i1 3a). Mimo tego nie wszystkie rozwiazania byty poprawne. W zadaniu
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3a) uzyskano jedynie 56% poprawnych rozwigzan, natomiast w zadaniu 2a)
rozwigzania poprawne stanowity 48% ogétu prac, a rozwigzania czesciowe 44%
liczby wszystkich rozwiazani.

Naszym zdaniem zaskakujace sa odpowiedzi uzyskane w poleceniu 1c). Za-
danie to poprawnie rozwigzato jedynie 52% o0s6b uczestniczacych w badaniach,
a 41% os6b udzielito blednej odpowiedzi. Sugestia, ze szukang bryla moze by¢
szedcian jest tak silna i narzucajaca sie spontanicznie, ze blokuje dalsze rozwa-
zania eliminujgce ten przypadek. Fakt ten mozna uznaé za uzasadnienie praw-
dziwosci stwierdzenia, iz intuicja studentéw przeszkodzila im w poprawnym
rozwigzaniu zadania (zob. paragraf 3.1). Byé moze zbyt rzadko spotykali sie
oni z sytuacjami zmuszajacymi do gtebszej refleksji nad otrzymanym wynikiem
w rozwigzaniu zadania.

Numer zadania | Polecenie | Poprawne | Czesciowe | Bledne | Brak | Razem
1 a) 25 0 2 0 27
1 b) 22 0 0 ) 27
1 c) 14 0 11 2 27
1 d) 20 0 2 ) 27
1 e) 6 0 0 21 27
2 a) 13 12 0 2 27
2 b) 12 2 0 13 27
2 c) 0 4 0 23 27
3 a) 15 0 8 4 27
3 b) 4 2 13 6 27
3 c) 4 ) 11 7 27

Tabela 5. Wyniki badania dla studentéw V roku matematyki.

Studenci roku piatego, uczestniczacy w badaniach, wykazali sie umiejetnoscia
dowodzenia twierdzen. Swiadczg o tym rozwiazania zadania 1d) (poprawne
rozwiazanie uzyskalo 74% badanych). Posiadaja oni réwniez umiejetnosé do-
strzegania analogii. Osoby, ktére znaty definicje rzutu prostokatnego bez wiek-
szych trudnosci dostrzegly prawidlowosci, o ktérych pytano w poleceniu le).

Gorsze wyniki osiggneli studenci pracujac nad zadaniami 2b), 2c), 3b),
3c). W zadaniu 2b) podano jedynie 44% poprawnych odpowiedzi. Na uwage
zastuguje fakt, ze studenci koriczacy studia nie uzyskali ani jednej poprawnej
odpowiedzi w czesci c¢) zadania 2. Réwniez niewielka liczba oséb (po 4 stu-
dentéw, co stanowi okoto 14% badanych) rozwiazala poprawnie czesci b) oraz
c) zadania 3.
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3. Wnioski i hipotezy badawcze

Odnotujmy na wstepie, ze pojecia geometrii przestrzennej, stuzace opisywa-
niu wzajemnych zwiazkéw miedzy elementami przestrzeni tréjwymiarowej, sg
ksztaltowane w toku nauki szkolnej przez caly okres edukacji matematycznej,
a nawet wczesniej. Zalgzki tych pojeé, a w tym orientacja w schemacie wlasnego
ciala zaczynaja powstawaé¢ w $wiadomosci dziecka juz w wieku niemowlecym.
W szkole ponadgimnazjalnej do opisu relacji zachodzacych miedzy elemen-
tami tej przestrzeni bardzo czesto uzywa sie funkcji trygonometrycznych. Jak
wskazuja wyniki badan (paragraf 2), studenci z ich wykorzystaniem maja duze
trudnosci. Jednoczesnie stabe opanowanie postugiwania sie tymi pojeciami zuba-
za doswiadczenia matematyczne uczacych sie — przyszltych nauczycieli, co moze
odbié¢ sie na sposobie przekazywania i prezentowania tresci stereometrycznych
ich uczniom.

W wyniku analizy materialu badawczego mozna wysnué¢ nastepujace wnioski
dotyczace odpowiedzi na postawione w paragrafie 2.1 pytanie badawcze.

Umiejetnosé formulowania prawidlowosci, pojawiajacych sie w toku roz-
wigzywania zadania w postaci twierdzeri, sprawia studentom spore trudnosci.
Moze nie dziwi¢ fakt, ze nie posiada tej umiejetnosci 65% studentéw roku I
(umiejetnosé posiada jedynie 15% badanych z I roku). Studenci c¢i maja prze-
ciez jeszcze zbyt male doswiadczenie w tworczej dzialalnosci matematycznej.
Niejakim zaskoczeniem jest jednak fakt, Zze omawianej umiejetnosci nie posiada
82% studentéw roku III (tabela 4). Gdyby nie ten wynik, to mozna by zary-
zykowaé stwierdzenie, ze w miare studiowania matematyki umiejetnosci znaj-
dowania réznych prawidlowosci wzrasta na poszczegélnych latach studiéw. Na
roku piatym wykazalo sie ta umiejetnoscia 81% uczestniczacych w badaniach
(tabela 5, zad. 1b)).

7 analizy wytworéw dzialania uczestnikéw badaii wynika, iz wiekszosé z nich
nie wykazywalta gotowosci do precyzyjnego formulowania twierdzerni matema-
tycznych (por. np. paragraf 2.4), chociaz dane z tabel 2-5 (zad. 1b) wskazuja
na fakt, ze umiejetnosé ta rozwija sie¢ w trakcie studiéw. Oczywiscie w tresci
zadan nie zostalo sformulowane wprost polecenie dotyczace podania zaobser-
wowanej prawidlowosci w postaci twierdzenia. Jednak, ze wzgledu na charakter
ksztalcenia studentéw w naszej uczelni, taka postawa jest pozadana. Obserwo-
wane podejscie do pracy nad zadaniem zwigzane jest, naszym zdaniem, w duzej
mierze, z jeszcze niska dojrzaloscia matematyczna badanych. Jest to wedlug nas
dos¢ niepokojacy sygnal, zwazywszy na to, iz niektérzy z nich beda (badz juz sa)
nauczycielami matematyki, ktérzy powinni by¢ uwrazliwieni na czynienie tego
typu obserwacji, tj. np. na formutowanie wnioskéw z prowadzonych rozumowar.

Jednym z aspektéw matematycznej aktywnosci, majacym istotny wplyw
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na proces znajdowania lub odkrywania nowych twierdzen, jest dedukowanie.
W omawianych badaniach umiejetnosé ta potrzebna byta m.in. w rozwigzaniu
zadari 1c), 1d), 2b), 3b). Badania ujawnity trudnosci studentéw w formutowaniu
obserwowanych zaleznosci, prowadzeniu rozumowan, postugiwaniu sie dowodem
nie wprost (por. zadania 1.c, paragrafy 2.1, 2.2). W rozwiazaniach wspomnia-
nych tu zadan na te trudnosci mialo wpltyw postugiwanie sie blednymi infor-
macjami, np. Zle zaznaczonymi na rysunku potrzebnymi katami lub btednie
dobranymi funkcjami trygonometrycznymi (Major, Powazka, 2010).

Wydaje sie, ze tak dedukowanie, jak uogdlnianie i specyfikowanie nie sg
u badanych nalezycie uksztaltowane i proces ten wymaga dalszych zabiegéw
dydaktycznych. Te aspekty dziatalnosci matematycznej powinny by¢ rozwijane
w trakcie studiéw matematycznych i z cala pewnoscig sg potrzebne przysztym
nauczycielom. Sg one réwniez niezbedne kazdemu czlowiekowi w sprawnym po-
ruszaniu sie i komunikowaniu z innymi ludZmi.

Na wspomniane tu trudnosci wpltywa zapewne réwniez fakt potwierdzony
wynikami badan, ze ich uczestnicy w wigkszosci traktowali zadanie matema-
tyczne jako obiekt zamkniety, zlozony z danych i szukanych elementéw. Znale-
zienie rozwiazania, ich zdaniem, koriczy prace nad zadaniem i nie wymaga wery-
fikacji otrzymanego wyniku z danymi wyjsciowymi. Taka postawa uniemozliwia
odkrywanie lub znajdowanie nowych twierdzen, inspirowanych rozwazanym za-
daniem. Sadzimy, ze moze by¢ to wynik stosunku osoby rozwiazujacej zadanie
do wykonywanej pracy, wynikajacy z braku zainteresowari i motywacji do dal-
szego dzialania.

Wydaje nam sie, ze przez konsekwentne uczenie stawiania sobie pytan typu:

e Skad to sie wzieto?

e Dlaczego jest tak, a nie inaczej?

e Czy otrzymany wynik jest rzeczywiscie mozliwy?
mozna w osobie uczacej sic wyksztalci¢ ten aspekt matematycznej aktywnosci
polegajacy na potrzebie twoérczego dziatania. Jak wida¢ u wiekszosci badanych
studentow, ta aktywnosé nie rozwineta sie jeszcze nalezycie w trakcie dotych-
czasowej edukacji.

Zauwazmy na koniec, ze dla wigkszosci respondentéw zadania la), 2a) i 3a)
byly nietrudne. Niepokojace sa natomiast braki badanych w umiejetnosci roz-
wigzywania réwnaii i nieréwnosci trygonometrycznych oraz trudnosci w po-
prawnym przeksztalcaniu wyrazen algebraicznych, zwlaszcza takich, w ktérych
wystepuja funkcje trygonometryczne. Przyczyng takiego stanu rzeczy jest na-
szym zdaniem fakt, iz studenci (jako uczniowie szkét ponadgimnazjalnyh pos-
wiecili zbyt malo czasu na nauke i doskonalenie umiejetnosci zwiazanych z postu-
giwaniem sie funkcjami trygonometrycznymi. Taki stan rzeczy wynika z uktadu
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materiatu szkolnego, w ktérym dla dosé trudnego dzialu matematyki przewi-
dziany jest krétki czas realizacji.
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Aneks

Kwestionariusz badan

Prosimy o uwazne przeczytanie ponizszego tekstu i dokladne wykonanie zawar-
tych w nim poleceni. Dotycza one zadan zwiazanych z obliczaniem objetosci gra-
niastostupéw i ostrostupéw. Ponizej przypominamy najwazniejsze fakty, z kto-
rych mozna skorzystaé¢ podczas wypehiania kwestionariusza.
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Objetosé graniastostupa prostego jest réwna iloczynowi pola podstawy
tego graniastostupa i dlugosci jego wysokosci.



Z badan nad ksztaltowaniem si¢ u studentéw matematyki pewnych aspektéw ...

e Objetos¢ ostrostupa prostego jest réwna jednej trzeciej iloczynu pola pod-
stawy tego ostrostupa i dtugosci jego wysokosci.

e W prostopadloscianie o krawedziach dlugosci a, b, c kwadrat dtugosci prze-
katnej tego prostopadloscianu réwna sie sumie kwadratow liczb a, b, c.

e W kazdym tréjkacie iloraz dlugosci dowolnego boku przez sinus kata prze-
ciwleglego temu bokowi jest réwny srednicy okregu opisanego na tym
trojkacie (twierdzenie sinuséw).

Zadanie 1.

a) Obliczy¢ objetosé¢ prostopadloscianu, wiedzac, ze przekatna dlugosci d
tworzy z krawedziami tego prostopadloscianu katy o miarach «, 3, 7.

b) Analizujac przeprowadzony rachunek ustali¢ zaleznosé miedzy dlugosciami
krawedzi tego prostopadioscianu, dlugoscia jego przekatnej oraz stosow-
nymi funkcjami trygonometrycznymi danych w zadaniu a) katéw.

c) Rozstrzygnaé, czy istnieje prostopadloscian, w ktérym katy nachylenia
przekatnej d do odpowiednich krawedzi spelniaja warunki: o = 8 =
v = 7. Odpowiedz uzasadnic.

d) Rozstrzygna¢, czy suma kwadratéw cosinuséw katéw a, 3,7 zalezy od
wymiaréw danego prostopadloscianu.

e) Rozwazy¢ rzut prostokatny prostopadioscianu na plaszczyzne jego pod-
stawy i znalez¢ odpowiednik(i) zaleznosci otrzymanej(ych) w punktach b)
id).

Zadanie 2.

a) Obliczy¢ objetosé¢ prostopadloscianu, wiedzac, ze przekatna dlugosci d
tworzy z plaszczyzna podstawy kat ~v i przekatne scian boczych tego pro-
stopadtoscianu wychodzace z tego samego wierzchotka tworzg z podstawa
katy o miarach «, 3.

b) Wykorzystujac zaleznosci wyznaczone w punkcie a) tego zadania wykazac
rownos¢: 9 9 9

ctg” a + ctg” B = ctg” .

c) Korzystajac ze wzoru z czesci b) ustali¢ zwiazek miedzy miarami katéw
nachylenia do plaszczyzny podstawy przekagtnej szescianu i przekatnej
$ciany bocznej tego szescianu wychodzacymi z tego samego wierzcholka.

Zadanie 3.

a) W ostrostupie prawidlowym czworokatnym krawedz podstawy ma dlugosé
a. Obliczy¢ objetosé tego ostrostupa wiedzac, ze kat nachylenia krawedzi
bocznej do krawedzi podstawy wychodzacej z tego samego wierzchotka
ma miare a.

b) Na podstawie otrzymanego wzoru rozstrzygnaé, czy kat o moze byé do-
wolnym katem ostrym. OdpowiedZ uzasadnié
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c¢) Jak zmienia sie odpowiedzi w zadaniach a) i b), gdy zamiast ostrostupa
prawidlowego o podstawie kwadratu rozwazymy ostrostup prawidtowy
o podstawie tréjkata réownobocznego?
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