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Analiza rozwigzania jednego zadania
w oparciu o komputerowy program
rejestrujacy

Analiza literatury dotyczacej pojecia parametru pozwala na wyrdznienie
pieciu znaczen tego pojecia: stala wielko$é, zbiér wartosci, zmienna
wielko$é, niewiadoma w zaleznos$ci funkcyjnej oraz zmienna (Wadon-
Kasprzak, 2009). Niniejszy artykul stanowi prébe odniesienia tych zagadnien
do indywidualnej pracy ucznia z programem TI InterActive! Jest w pew-
nym stopniu sprawozdaniem z pracy uczennicy, ktéra uczeszczala w latach
2005 — 2008 do jednej z klas gimnazjalnych, w ktérej prowadzone bylty badania
dotyczace ksztaltowania pojecia parametru z wykorzystaniem wspomnianego
powyzej programu komputerowego.

Grupa, w ktorej prowadzone byty badania, stanowita jedng z klas im. Ja-
na Pawla IT w Ketach!. Dobér uczniéw do tej klasy byt przypadkowy. Lekcje
matematyki prowadzone byly zaréwno w sposéb tradycyjny, jak i z uzyciem
programu komputerowego. Lekcje te odbywaly sie w pracowni matematycznej
z jednym komputerem (wyposazonym w duzy ekran) w wymiarze czterech go-
dzin tygodniowo. Natomiast lekcje informatyki prowadzone byly w pracowni
informatycznej w formie pracy w grupach: dwoch uczniéw przy jednym kom-
puterze. Tygodniowo odbywala sie jedna lekcja informatyki.

Podstawowym narzedziem w opisywanych badaniach byl matematyczny
program komputerowyTI InterActive!?. Na lekcjach matematyki uczniowie
wspomnianej wyzej klasy rozwigzywali rézne zadania, wykorzystujac miedzy
innymi w/w program komputerowy. Pliki tego programu byly podstawowym
narzedziem badawczym. Uzyskane ta droga informacje mialy charakter frag-
mentaryczny. Nie pozwalaly na pelnag analize przebiegu pracy ucznia. Dlatego
w trakcie badan dodatkowo wykorzystywany byt komputerowy program reje-
strujacy CamtasiaStudio umozliwiajacy rejestracje krok po kroku sposobu

"W oparciu o program: Zintegrowane nauczanie matematyki z elementami informatyki
w gimnazjum.
http://education.ti.com/educationportal /sites/US/productDetail /us_ti_interactive.html
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postepowania badanego ucznia w trakcie rozwiazywania zadania. Pliki kom-
puterowego programu CamtasiaStudio stanowily najbardziej warto$ciowe
narzedzie badawcze.

Program TI InterActive! stanowi interaktywne $rodowisko do wykony-
wania miedzy innymi obliczen numerycznych i symbolicznych oraz wykreslania
wykreséw funkcji. Ponizszy rysunek (rys. 1) prezentuje Interfejs tego progra-
mu.
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Program ten mozna wykorzysta¢ jako edytor tekstu, dlatego w trakcie
rozwigzywania zadan za jego pomoca, uczniowie nie musieli uzywaé kartek
papieru. Oferowany przez ten program kalkulator (ikona Math Palette ®) ma
duze znaczenie praktyczne. Po wybraniu tej ikony wokdt kursora widoczny
jest charakterystyczny prostokat MathBozx, w ktory mozemy wpisywaé obli-
czenia numeryczne lub symboliczne. W tym miejscu dostepna jest réwniez
paletkaMath Palette, przypominajaca kalkulator (rys. 2).
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Moze ona stuzyé¢ do wprowadzania obliczen numerycznych lub polecen stu-
zacych do obliczen symbolicznych (rys. 3).
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Rys. 3

W celu wykreslania wykresow funkcji mozna sie postuzy¢ ikong & Otrzy-
mamy wowczas okno Functions, w ktérym wpisujemy wzér funkcji. Po jego
zatwierdzeniu pojawia si¢ okno Graph, w ktérym bedzie widoczny jej wykres
(rys. 4).
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Rys. 4

Kolejna mozliwoscig omawianego programu jest dodawanie do dokumentu
paska przewijania (SliderControl)d. Jest to komponent z suwakiem i dwoma
przyciskami (strzalkami) na koncach (rys. 5).
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Mozna zmienia¢ pozycje suwaka na pasku przewijania przesuwajac go,
albo ,klikajac” w przyciski strzalek przewijania. Wraz z ta modyfikacja po-
lozenia suwaka dokonywana jest zmiana wartosci zmiennej (parametru). Aby
okresli¢ wartosci zmiennej (parametru) za pomoca tego paska, nalezy wpisaé
w odpowiednie pola okna dialogowego nastepujace informacje (rys. 6).
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Rys. 6

W polu Variable ustalamy litere oznaczajaca zmienna (parametr). W polu
Intial/Current Value wpisujemy poczatkowa wartos¢ parametru (nalezaca do
podanego w ponizszych dwdch polach zakresu dozwolonych wartosci), okre-
$lajaca polozenie suwaka przewijania na pasku przewijania. W polu Minimum
Value wprowadzamy najmniejsza warto$¢ parametru, ktéra bedzie osiagana
przez umieszczenie suwaka po lewej stronie paska przewijania. Z kolei w po-
lu Mazimum Value wprowadzamy najwicksza wartoéé, ktora bedzie osiagana
przez umieszczenie suwaka po prawej stronie paska przewijania. W polu Step
Amount wpisujemy liczbe okrelajaca, o ile bedzie zwiekszana lub zmniej-
szana warto$é¢ (krok przyjmowania kolejnych warto$ci przez parametr) oraz
w jakim stopniu bedzie przemieszczany suwak przewijania po kliknieciu jed-
nej ze strzatek umieszczonych na koncach paska przewijania. W polu Page
Amount wprowadzamy liczbe okreslajaca, o ile bedzie zwiekszana lub zmniej-
szana wartos¢ oraz w jakim stopniu bedzie przemieszczany suwak przewijania
po kliknieciu obszaru znajdujacego sie miedzy suwakiem przewijania i jedna
ze strzatek przewijania. Wszystkie informacje przedstawione w oknie dialo-
gowym na rysunku 6., précz nazwy oznaczajacej zmienna, sa ustawieniami
domyslnymi programu TI InterActive!
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Uczniowie korzystali tez =z opcji programu Math Section Break
(rys. 7).
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Pozwala ona rozwiazywacé¢ dwa lub wiecej probleméw w jednym dokumencie
programu TI InterActive! Wstawiajac do pliku Math Section Break usta-
lamy jego podzial na dwie sekcje. Wszystkie zmienne wlaczajac wyrazenia
algebraiczne czy funkcje zdefiniowane w pierwszej sekcji pozostaja niezdefinio-
wane w drugiej. Zastosowanie tej opcji jest przydatne w sytuacji, gdy przyjete
warto$ci danych zmiennych z pierwszej czeéci dokumentu przeszkadzaja w do-
konywaniu obliczen w drugie;j.

Na lekcjach matematyki uczniowie korzystajac ze wspomnianych moz-
liwosci programu TI InterActive! mieli miedzy innymi mozliwo$¢ bada-
nia rodziny krzywych czy tez dynamicznie zmieniajacego sie wykresu funkcji
z parametrem. W niniejszym artykule przedstawiona i dokonana zostanie ana-
liza materialu badawczego zgromadzonego podczas rozwiazania pewnego za-
dania przez jedna z uczennic®. Zadanie to rozwiazywane bylo w trakcie lekcji
informatyki.

Dana jest funkcja f okreslona wzorem: f(x) = % — 7, gdzie ¢ # 0.
a) Jaki wplyw na ksztalt paraboli ma warto$¢ parametru c?

b) Dla jakiej warto$ci parametru c¢ odleglto$é miedzy miejscami
zerowymi funkcji réwna jest 67

(Aarstad, Drijvers, Gossez, Oldknow, Regalbuto, Tinhof, 2004)

Na poczatku rozwiazywania zadania uczennica wstawita do dokumentu
pasek przewijania. Nastepnie przeszta do ustalenia wartodci parametru za po-
moca tego paska. W tym celu litere ¢ ustalita jako parametr. Inne domysl-
ne wartosci parametru pozostawita bez zmian. Istotny jest fakt, ze biezaca
wartos¢ parametru nie zostata zmieniona i wynosita 0. Nastepnie uaktywnita
Functions, wpisujac w nim wzor funkeji f (rys. 8).

3Gosia, uczennice klasy 111 B
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Po zatwierdzeniu tego wzoru, powinien zosta¢ wykreslony wykres funkcji
f odpowiadajacy wartoéci parametru c. Jednak wykres ten nie pojawil sie
(rys. 9).
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Uczennica chwilowo nie podejmowata zadnych dziatan. Z pewnoécia zasta-
nawiala sie, dlaczego brak jest wykresu. By¢ moze zwrocita uwage na fakt, ze
dla wartosci parametru ¢ rownej 0 funkcja f nie byta okredlona. Mozna tak
przypuszczaé, gdyz po chwili Gosia nacisneta jednokrotnie prawa strzatke pa-
ska przewijania. Oznaczalo to, ze postanowita zmieni¢ warto$é¢ parametru. Po
takim uzyciu strzaltki przewijania parametr przyjal wartos¢ réwnag 0,1. Jest to
wartos¢ zgodna z domyslnie ustawionym w tym programie krokiem przyjmo-
wania kolejnych wartosci przez parametr. Wraz ze zmiang wartosci parametru
na 0,1 jednoczesnie pojawit si¢ wykres funkcji f odpowiadajacy tej wartosci
(rys. 10).
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Rys. 10

Nastepnie Gosia naciskata ,raz po raz” prawsa strzatke paska przewija-
nia, tym samym przyjmujac kolejne wartosci parametru ¢ jedna po drugiej.
Otrzymywalta wowczas wykresy funkcji f dla nastepujacych po sobie wartosci
parametru ¢ wynoszacych odpowiednio 1,2; 1,3 oraz 1,4 (rys. 11 — rys 13).
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Rys. 13

Uczennica naciskala réwniez lewa strzatke paska przewijania, przez co
przyjmowala ujemne wartosci parametru c. Poprzez zmiany tych wartosci
parametru otrzymywata kolejne wykresy funkcji f. Zmiany wartosci parame-
tru, jak i zmiany w ukladzie wspélrzednych, odbywaly sie w sposéb skoko-
wy. Dzieki ich obserwacji juz wéwczas przypuszczata, jaki wplyw ma wartosé
tego parametru na ksztalt wykresu. Natomiast w odniesieniu do pojecia pa-
rametru obserwacja skokowych zmian potozen wykreséw funkcji w programie
komputerowym przyczynita sie do spostrzezenia przez uczennice, ze réwniez
wartodci parametru moga przebiega¢ pewien zbiér wartosci. Byé moze juz
w tym momencie zauwazyla, ze moze on by¢ nieskonczony.

W tym miejscu rozwiazywania zadania uczennica postanowita uzy¢ paska
przewijania w inny sposob niz opisywany powyzej. Gosia przesuwata suwak
przewijania, co pozwolito jej w szybki sposdb zmienia¢ warto$ci parametru
¢ zgodnie z krokiem réwnym 0,1. Uczennica jednocze$nie obserwowala cha-
rakter niemal plynnych zmian ksztaltu paraboli w uktadzie wspotrzednych.
Gosia, przesuwajac kilkakrotnie suwak przewijania, zmieniata wartosci para-
metru ¢ poprzez dodatnie i ujemne wartosci. W trakcie wykonywania tych prob
uczennica mogta §ledzi¢ zmiane wygladu paraboli. Po ich zakonczeniu zapisata
w tym programie komputerowym nastepujaca odpowiedz do tej czesci zadania:

wJezeli zwigkszamy dodatnie wartosci parametru c, to woéwczas
rozwarto$¢ ramion paraboli jest coraz wicksza. Jezeli zmniejsza-
my ujemne warto$ci parametru ¢, to wéwczas rozwartos¢ ramion
paraboli réwniez jest coraz wieksza” (rys. 14).

208



Analiza rozwigzania jednego zadania w oparciu o komputerowy program rejestrujacy

¥ funkcjeTll - Tl InterActive!

File Edit View Insert Format Tools Help
OeB &8Qv @oew|?
[Tmes NowRoman — =]|[7 <] B 7 U
@ =

Przy zwickszaniu dodatnich wartosci parametru ¢ rozwartosé ramion paraboli jest coraz wicksza oraz
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Rys. 14%

Sadzi¢ mozna, iz najprawdopodobniej w umy$le uczennicy wraz z niemal
plynna zmiang obrazu zaistnialo réwniez wrazenie ciagltosci zmian wartosci
parametru. Najprawdopodobniej juz w chwili rozwiazywania tej czedci zadania
przyblizyla sie do stanu rozumienia pojecia parametru w znaczeniu zmiennej
wielkosci.

Nastepnie Gosia zajela sie druga czescia zadania. W tym momencie nasta-
pita dtuzsza przerwa w jego rozwiazywaniu, w czasie ktérej Gosia zastanawiala
sie, jak rozwiazac te czes¢ zadania. Za pomoca kalkulatora tego programu roz-
wigzala réwnanie ze wzgledu na zmienna z, wpisujac w prostokacie MathBozx
solve (% —
liczenia ich wartosci program komputerowy uzyt biezacej wartosci parametru
¢ ustalonej za pomoca paska przewijania. Przy jego zmianie miejsca zerowe

zmienialy réwniez swoje wartosci (rys. 15).

7=0, x) . Tym samym wyznaczyta miejsca zerowe funkcji. Do ob-

[e=12"

-10.-8 6 -41-2 2/4 6 810

'

x

solve! -7=0, XJ

c

2.77489 or x = -2.77489

Rys. 15

x

4Prezentowany rysunek pochodzi z interaktywnego pliku TI InterActive!, ktéry uczniowie
zapisali na dysku komputera.
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Przed rozwiazywaniem tego zadania uczniowie poznali wlasnoéci funkcji
typu y = ax? 4+ b. Wiedzieli zatem, ze wykres takiej funkcji jest symetrycz-
ny do siebie wzgledem osi y. Gosia mogta postuzyé sie w tym momencie ta
wlasnoscia, jak tez spostrzegla te symetrie wykonujac szereg prob
w trakcie rozwiazywania pierwszej czedci tego zadania. Skorzystala z tej sy-
metrii, gdyz zauwazyta, ze w przypadku takiej funkcji, aby odlegtos¢ miedzy
jej miejscami zerowymi wynosita 6, wéwczas muszg one wynosi¢ odpowiednio
—3 oraz 3. Musiala stwierdzi¢ ten fakt, gdyz utworzyta punkt o wspotrzednych
(3, % — 7). Oznaczyta go jako A. Nalezal on do paraboli, o ktérej byta mowa
w zadaniu. Wraz ze zmiang wartoéci parametru ¢ nastepowala zmiana potoze-
nia paraboli, a wraz z tg zmiang zmienial swoje potozenie punkt A. Uczennica
obserwowala zmiane polozenia paraboli oraz przesuniecia punktu A po prostej
pionowej & = 3. Chciala doprowadzié¢ do sytuacji, w ktorej miejscem zerowym
funkcji bytaby liczba 3. Mozna tak sadzi¢, gdyz starala sie znalezé taka wartosé
parametru, aby punkt A lezal na osi z. Przedstawie teraz opis dokonywania
przez uczennice kolejnych przyblizen tego punktu do osi z.

Tak jak w pierwszej czesci zadania, krok przyjmowania kolejnych wartosci
przez parametr aktualnie byl rowny 0,1. Gosia przesuwala suwak przewijania,
zmieniajac wartosci parametru ¢ w szybki sposob. Jednak w dalszym ciaggu
te zmiany odbywaly sie w wyraznych odstepach, co 0,1. Konfrontowala kaz-
da warto$¢ parametru z potozeniem punktu A wzgledem osi z. W widoczny
spos6b nastapita przerwa w dokonywaniu zmian warto$ci parametru c przy
wartosci réwnej 1,2 dla ktérej punkt A lezal nad ta osia, oraz przy wartosdci
1,3 dla ktérej punkt A lezal pod ta osig. Dzialania podjete przez uczennice
w nastepnej kolejnosci przekonuja o tym, ze w tym momencie rozwigzywania
zadania zauwazyla, ze gdy wartos¢ parametru bedzie wieksza od 1,2 i jed-
nocze$nie mniejsza od 1,3, to wtedy punkt A bedzie lezal na osi z (rys. 16,
rys. 17).
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Wowcezas zdecydowata sie zmniejszyé¢ krok przyjmowania kolejnych war-
tosci przez parametr ¢ z 0,1 na 0,01. W celu doktadnej obserwacji potozenia
punktu A wzgledem osi z, powiekszyla fragment wykresu paraboli, na kté-
rym znajdowal sie ten punkt. Gosia przesuwalta suwak przewijania, w szybki
sposdéb zmieniajac wartosci tego parametru. Zmiana ta dokonywala si¢ niemal
w sposéb ciagly z doktadnoscia do czesci setnych. W wyrazny sposéb znéw
nastapita przerwa w dokonywaniu zmian wartosci parametru ¢ przy wartosci
rownej 1,28, dla ktérej punkt A lezal nad osia z oraz przy wartosci tego pa-
rametru rownej 1,29 dla ktorej punkt A lezatl pod osig z. Dzialania podjete
przez uczennice w nastepnej kolejnosci przekonuja o tym, ze w tym momencie
rozwiazywania zadania zauwazyla, ze gdy wartosé parametru bedzie wigksza
od 1,28 i jednocze$nie mniejsza od 1,29, to punkt A bedzie lezal na osi z
(rys. 18, rys. 19).
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Rys. 18 Rys. 19

Uczennica zdecydowala sie powtérzy¢ ostatnio dokonywane czynnosci
w rozwiazywaniu zadania, jeszcze raz zmniejszyta krok przyjmowania kolej-
nych wartosci przez parametr z 0,01 na 0,001. Ponownie powiekszyta fragment
wykresu paraboli, na ktérym znajdowal sie punkt A. Gosia przesuwala suwak
przewjania, w szybki sposéb zmieniajac wartosci tego parametru. Zmiana ta
dokonywata si¢ niemal w sposéb ciaglty z doktadnoscia do czeSci tysiecznych.
Jak poprzednio, w ewidentny sposéb nastapita przerwa w dokonywaniu zmian
wartoéci parametru ¢ przy wartosci réwnej 1,285 dla ktorej punkt A lezal nad
osia = oraz przy wartosci parametru c¢ réwnej 1,286 dla ktorej punkt A lezat
pod osia z. Dziatania podjete przez uczennice w nastepnej kolejnosci przeko-
nuja o tym, ze w tym momencie rozwigzywania zadania zauwazyta, ze gdy
wartos¢ parametru bedzie wicksza od 1,285 i jednoczesnie mniejsza od 1,286,
to punkt A bedzie lezal na osi z (rys. 20, rys. 21).
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Rys. 20 Rys. 21

Uczennica zdecydowala sie jeszcze raz powtdérzy¢ ostatnio dokonywane czyn-
nodci w rozwigzywaniu zadania, ponownie zmniejszyta krok z 0,001 na 0,0001.
W celu doktadnego obejrzenia potozenia punktu A, kolejny raz powiekszyta
fragment wykresu paraboli, na ktérym znajdowal sie ten punkt. Gosia prze-
suwala suwak przewijania, w szybki sposéb zmieniajac wartosci tego para-
metru. Zmiana ta dokonywala si¢ niemal w sposéb ciagly z dokladnoscia do
czesci dziesieciotysiecznych. Jak poprzednio, w odczuwalny sposéb nastapita
przerwa w dokonywaniu zmian warto$ci parametru ¢ przy wartosci réwnej

w przyblizeniu 1,2857 dla ktérej punkt A lezal na osi z (rys. 22).

$ funkcja - Tl InterActive!
File Edit View Insert Format Tools Help
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Rys. 22

Réwnoczes$nie ze zmniejszaniem kroku zmian wartosci parametru Gosia
zwieckszata dokladnosé obliczen coraz bardziej zageszczajac zbiér jego warto-
$ci. Tym samym przekonywala sie, ze ten zbiér jest nie tylko nieskonczony,
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Analiza rozwigzania jednego zadania w oparciu o komputerowy program rejestrujacy

ale rowniez poprzez dokonywanie kolejnych zageszczen tego zbioru wyobra-
zala sobie go jako gesty. Analiza rozwigzania zadania wskazuje, ze uczennica
przypuszczalnie widziata ciggly zmiane wartosci parametru. Dzieki zastosowa-
niu paska przewijania do rozwiazania zadania Gosia zapewne osiagnela stan
rozumienia pojecia parametru jako zmiennej wielko$ci.

Metoda dokonywania kolejnych przyblizen wartosci parametru ¢ nie data
doktadnej wartosci tego parametru spelniajacego warunek zadania. Uczenni-
ca zakonczyta wiec jej poszukiwania za pomoca paska przewijania. Nie po-
przestata jednak na uzyskanym w przyblizeniu wyniku, natomiast podjeta sie
wyznaczenia wartosci parametru ¢ rozwiazujac réwnania w sposob symbolicz-
ny. W tym celu wstawita Math Section Break przed wczesniej zastosowanym

poleceniem solve (x_C? —-7=0, J;) (rys. 23).

$ funkcja - Tl InterActive!
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solve(— -7=0, x)
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x=-

Te andc=0orx=y{Tc ande =0

Rys. 23

Wartosci miejsc zerowych zostaly wéwczas uniezaleznione od wartosci pa-
rametru ¢ przyjetej za pomoca paska przewijania. Zmienilty sie one z konkret-
nych wartosci liczbowych na: # = —/7-¢ and = = T-¢ and ¢ > 0.
Bez pomocy komputera Gosia by¢ moze nie rozwiazataby takiego réwnania
kwadratowego, zwlaszcza ze wystepowala w nim dodatkowo litera c. Zatem
algebraiczna metoda rozwigzywania réwnania bez uzycia programu kompute-
rowego wykraczataby poza jej mozliwosci.

W kolejnym kroku rozwiazywania zadania skorzystata z faktu, ze miejscami
zerowymi mialy by¢ liczby —3 i 3. Skoro tak, rozwiazala nastepujace réwnanie
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z niewiadoma ¢ zapisujac: solve(3 = /7 - ¢, ¢). Po zatwierdzeniu tego réwnania
otrzymala dokladng wartos¢ parametru c spelniajaca warunki zadania réwna
%. Poprzez algebraiczna metode rozwiazywania zadania Gosia przekonala sie,
ze warto$¢ parametru c¢ spelniajaca warunki zadania jest rzeczywiscie jedna.

Podsumowujac, w czedci drugiej rozwiazywania zadania uczennica wyzna-
czyla taka warto$¢ parametru c, ze spelniony zostat warunek zadania. Waru-
nek ten byl okredlony poprzez zadang odlegto$¢ miedzy miejscami zerowymi.
Poprzez ustalenie tej odlegtosci jako konkretnej wartosci liczbowej, parametr
przyjal inne znaczenie — niewiadomej w zalezno$ci funkcyjnej. Zatem
Gosia prawdopodobnie znalazta sie réwniez w stanie rozumienia pojecia para-
metru jako niewiadomej w zaleznosci funkcyjne;j.

Gosia bez problemu przeszta od metody dokonywania kolejnych przybli-
zen warto$ci parametru do metody algebraicznej rozwigzania zadania. Stosu-
jac metode algebraiczna postuzyla sie programem komputerowym w sposéb
profesjonalny, wykorzystujac funkcje solve zaprogramowala w programie alge-
braiczna metode rozwigzania zadania.

Warto zauwazy¢, ze dynamiczny obraz wykresu funkcji z parametrem pre-
zentowany przez komputer postrzegany moze by¢ dwojako w zaleznosci od
kroku przyjmowania kolejnych wartosci przez ten parametr. Jezeli wartosé te-
go kroku jest duza w wyrazny sposéb wida¢ zmiany nastepujace w sposob
skokowy. Taki efekt rejestruje oko ludzkie. Jezeli natomiast jego wartos¢ jest
mata, wowczas kolejne zmiany sa niewielkie. Efekt skokowy jest catkowicie
niewidoczny dla oka. Zapewniona jest wéwczas catkowita cigglo$é dynamicz-
nego obrazu. Oko ludzkie odbiera go jako ciagly (,nie skaczacy”). W obu
sytuacjach komputer przyczynia sie w znacznym stopniu do ksztaltowania
u ucznidéw réznych znaczen pojecia parametru.
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