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Uwagi o ksztaltowaniu rozumienia pojecia
miary na réznych poziomach edukacji

Wstep

Jedna z waznych form dzialalnosci cztowieka jest mierzenie. Pojawia sie
ona w zyciu codziennym podczas wyznaczania odlegtosci, czasu, wymierzania
powierzchni mieszkania, domu lub dziatki, objetosci naczynia itp. We wszyst-
kich tych przypadkach nalezy postuzy¢ sie pojeciem miary.

Jest ono bardzo waznym pojeciem matematycznym i znajduje zastosowa-
nie np. w geometrii, rachunku prawdopodobienistwa, analizie matematycznej.
W analizie przez miare rozumie si¢ nieujemna, rzeczywista funkcje okreslona
na o— ciele zbioréw pewnej przestrzeni. Funkcja ta przyjmuje warto$é¢ zero na
zbiorze pustym i jest przeliczalnie addytywna na kazdym przeliczalnym cia-
gu zbioréw parami roztacznych nalezacych do tego o— ciala (Kolodziej, 1978,
s. 267; Lojasiewicz, 1973, s. 88; Sikorski, 1969, s. 249).

Tak rozumiane pojecie miary stanowi uogélnienie takich pojeé¢, jak na przy-
ktad: dlugoéé¢ odcinka, pole powierzchni figury ptaskiej i objetosé bryty, ktére
na poziomie przeddefinicyjnym sa opracowywane w szkole podstawowej, gim-
nazgjum lub szkole pogimnazjalne;j.

Definicje miary poznaja studenci studiéw matematycznych podczas wy-
ktadow z analizy matematyczne;j.

W nauczaniu matematyki pojecie miary budowane jest poczynajac od
miary Jordana, poznawanej bardziej czy mniej $wiadomie przez zdecydowana
wiekszos¢ dzieci 1 mtodziezy, do miary Lebesgue’a, z ktora zaznajamiaja sie
przede wszystkim studenci studiéw matematycznych.

Odnotujmy w tym miejscu, ze wspomniana tu miara Jordana to nieujem-
na, rzeczywista funkcja okreslona na rodzinie zbioréw pewnej przestrzeni, przy
czym rodzina ta jest zamknieta na skoniczone sumowanie mnogosciowe. Ponad-
to funkcja ta jest addytywna na zbiorach parami roztacznych z tej rodziny oraz
ma wlasno$¢ niezmienniczosci wzgledem przesuniecia. Z uwagi na geometrycz-
ne zastosowania przyjmuje sie takze, ze istnieje niepusty zbiér z dziedziny,
ktérego miara wynosi 1 (Moszner, 1961, s. 15; Siwek, 2005, s. 66). Tak ro-
zumiana miara Jordana nie stanowi szczegdlnego przypadku ogdélnej definicji
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miary, jakim jest miara Lebesgue’a. Mimo tego kazdy zbiér mierzalny w sensie
Jordana jest mierzalny w sensie Lebesgue’a i obie miary tego zbioru sa réwne.

Proces ksztaltowania tych poje¢ jest dtugotrwaly i wymaga na kazdym
poziomie edukacji wielu zabiegéow dydaktycznych.

W. Nowak w swej monografii (1989, s. 244) przedstawila nastepujace zale-
cenia, o ktorych nalezy pamieta¢ przy ksztaltowaniu kazdego pojecia matema-
tycznego, a w szczegdlnosci pojecia miary: Elementarne pojecia matematyczne
ksztaltujg sie w nauczaniu na ogét na drodze nieformalnej i nie zawsze sq
zorientowane na okreslong definicje matematyczng. Proces przyswajania po-
jecia nie musi zakonczyé sie w momencie sformutowania definicji. Realizacja
postulatu spiralnego ksztaltowania pojec wymaga, czesto juz w nauczaniu po-
czgtkowym, szerokiej bazy intuicyjnej umozliwiajgce] pozniejszqg systematyza-
cje. Pelne rozumienie pojecia nastepuje dzieki jasmemu uswiadomieniu sobie
kryterium wyrdzniania obiektow podpadajgcych © nie podpadajgcych pod to po-
jecie. Tego kryterium nie musi dopiero ustali¢ definicja. Niekiedy wystarczy
zastgpic¢ definicje opisem przekazujgcym znaczenie terminu w jezyku natural-
nym ucznia. O rozumieniu zadecyduje juz czesto poczgtkowa faza porownywa-
nia dobrze dobranych przykladow i kontrprzyktadow. Czasem wystarczy nawet
analiza jednego paradygmatycznego przykladu, oddajgcego ogdlng idee i stano-
wigceego podstawe dla porownania z nim badanego obiektu. Sposéb dochodzenia
do kryterium rozrozniania zalezZy od rodzaju pojec © od poziomu ucznia.

W dalszych czesciach tej pracy opiszemy proces ksztaltowania pojecia mia-
ry na réznych szczeblach edukacji. Podamy réwniez wazny, naszym zdaniem,
przyktad ilustrujacy najwazniejsze wlasno$ci miary tworzonej przy pomocy
twierdzenia Carathéodory’ego z miary zewnetrznej. Zaleta tego przyktadu jest
jego prostota, ale nie banalnosé. Student postugujac sie nim moze zrozumieé
wzajemne zwigzki miedzy pojeciami zachodzace w bardziej skomplikowanych
abstrakcyjnych sytuacjach. To zapewne miala na mysli W. Nowak moéwiac
o znaczeniu paradygmatycznego przykiadu w powyzszym cytacie.

Prace zakonczymy propozycja sformutowania warunku Carathéodory’ego
dla pewnej rodziny funkcji rzeczywistych.

1. O ksztaltowaniu pojecia miary Jordana na réznych pozio-
mach edukacji

7 pojeciem miary uczen spotyka sie po raz pierwszy juz w szkole pod-
stawowej przy okazji wymierzania dlugosdci odcinkéw. Jest to miara jednowy-
miarowa, przyporzadkowujaca pewnym podzbiorom prostej nieujemne liczby
rzeczywiste. W trakcie dalszej nauki pojawiajg sie miary okreslone na pod-
zbiorach przestrzeni R2, tzn. pole figury plaskiej i miara w przestrzeni R3,
tzn. objetos¢ bryty.
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Powoduje to dodatkowe komplikacje zwigzane z pojawianiem sie wielu réz-
nych miar. Dla przykladu na plaszczyznie méwimy o dlugosci odcinka lub
ogélnie krzywej oraz polu obszaru plaskiego, a w przestrzeni R? o dlugoéci,
polu lub objetosci.

Jak pokazuja badania A. Wnek, prowadzone pod kierunkiem H. Siwek
(Siwek 2005, s. 66 — 72), potwierdzone przez badania studentki obecnego IV
roku matematyki J. Blicharz pod kierunkiem J. Major, oraz badania L. Zareby
(Zareba 2004), M. Legutko, E. Urbanskiej i J. Stando (Legutko, Urbanska,
2002; Legutko, Stando, 2006), niektérzy uczniowie gubig sie w tym bogactwie
réznych miar.

Wymienione tu pojecia dlugosci, pola i objetosci sg uzywane przez uczniéow
jako pojecia potoczne. Tkwig one dla nich w samej rzeczywistosci i wytaniaja
sie bez zorganizowanej ingerencji z zewnatrz. Na tej bazie mogg tworzy¢ sie
w umysle tych uczniéw idee glebokie pojecia miary (Semadeni, 2002).

W ciagu dalszym proces edukacji moze doprowadzi¢ do uksztaltowania
sig u niektorych uczacych sie 0oséb poprawnej definicji miary Jordana lub jej
uogOlnienia — miary Lebesgue’a. Beda to juz wtedy pojecia naukowe. Z chwi-
la wkroczenia na droge poje¢ naukowych zjawia sie koniecznosé przechodze-
nia od ogdlnych sformutowan do konkretnych modeli i przyktadow, akceptacji
przypadkéw granicznych, potrzeba uswiadomienia sobie pelnego zbioru de-
sygnatéw, umiejetnos¢ wyodrebnienia sktadowych czeéci rozwazanego pojecia
(Konior, 2002).

Proces ksztaltowania pojecia miary na trzech pierwszych poziomach edu-
kacji (szkola podstawowa, gimnazjum, szkola pogimnazjalna) mozna poréw-
naé¢ do trzech pozioméw ksztaltowania poje¢ geometrycznych, ktére opisat
M. Hejny (1997).

Na poziomie przedpojeciowym, ktory dla pojecia miary przypada, naszym
zdaniem, na okres nauki w szkole podstawowej, dziecko, poznajac rézne figury
geometryczne, uczy sie ich poréwnywania (dluzszy, krotszy, mniejszy, wiek-
szy). Majac dana jednostke miary potrafi wymierzaé¢ z pewna dokladnoscia
dtugosci, pola lub objetosci. Bardzo pomocnym w tym procesie moze by¢ uzy-
cie tangramu (Major, Powazka, 2008).

Niektore zamieszczone propozycje zadan w tym artykule mozna wykorzy-
staé¢ na poziomie poje¢ uosobowionych. Uznajemy tu, ze uczen znajduje sie na
tym poziomie, jezeli potrafi dostrzegaé¢ podstawowe figury geometryczne (pro-
stokat, kwadrat, réwnoleglobok, prostopadloscian, ostrostup, bryly obrotowe)
i obliczaé ich pola oraz objetosci. W naszym systemie szkolnym powinno tak
byé¢ podczas nauki w gimnazjum.

Osiagniecie ostatniego poziomu pojeé¢ spotecznych jest réwnoznaczne
z tym, ze uczen jest w stanie manipulowa¢ modelami bryl, mierzy¢ odcinki
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i katy, znajdowaé¢ pola skomplikowanych figur narysowanych na papierze krat-
kowanym; potrafi rozpoczaé tworzenie pojeé¢ abstrakcyjnych, takich jak punkt,
odcinek, figura ptaska, kat; potrafi wzbogaci¢ swoj geometryczny $wiat o nowe
potrzebne pojecia. Na tym poziomie mozna podjaé¢ z uczniami prébe dowodu
twierdzenia Bolyaja-Gerwiena (Czaplinska, 2004; Major, Powazka 2008). Od-
nosnie do pojecia miary uczen moze znalez¢é si¢ na tym poziomie na przyktad
w szkole pogimnazjalnej lub w starszych klasach gimnazjum.

Uzupelnijmy te trzy poziomy jeszcze o poziom definicji formalnych. Osoba
znajduje sie na tym poziomie wtedy, gdy potrafi wypowiedzie¢ definicje danego
pojecia oraz postuguje si¢ nia ze zrozumieniem. Odnosnie poje¢ miary Jordana
i Lebesgue’a na tym poziomie moze znalez¢ sie np. student trzeciego roku
matematyki naszego Uniwersytetu.

W wyniku do$wiadczen wyniesionych z pierwszych trzech etapow edukacji
w Swiadomosci studentéw I roku studiéw matematycznych powinien uksztalto-
wa( sie obraz pojecia miary Jordana zgodny z okresleniem opisanym w pierw-
szej czesci tej pracy.

Niektorzy z nich potrafia zaakceptowaé przyklady figur na plaszczyznie,
ktére nie sa mierzalne w sensie Jordana (np. kwadrat ,sito” lub kwadrat
z ,broda”), ale odnosza sie z rezerwa do zaakceptowania jako niemierzalnego,
wzgledem tej miary, na przyktad zbior liczb wymiernych dowolnego przedziatu
zawartego w zbiorze liczb rzeczywistych. Jest to, moim zdaniem, efekt wspo-
mnianych juz wczesniej trudnosci w postugiwaniu sie réznymi miarami.

Wspomniane tu przyktady zbioréw niemierzalnych w sensie Jordana sa
bardzo wazne, gdyz ilustruja fakt, ze miara Jordana nie jest przeliczalnie ad-
dytywna, z czego niestety nie zdawali sobie sprawy niektoérzy badani studenci.

Jak pokazuja prowadzone przeze mnie badania, pojecie miary Jordana,
w naturalny sposéb zwigzane z wymierzaniem, natrafialo na opdér w percep-
¢ji studentéw. Nie dziwi zatem fakt, ze ci sami studenci mieli duze trudnosci
w dostrzezeniu analogii miedzy definicja miary a procesem catkowym zwig-
zanym z calka Riemanna, catkami krzywoliniowymi i powierzchniowymi (Po-
wazka, Zareba, 2007).

Odnotujmy na koniec tej czedci pracy, ze w latach minionych pojecie miary
Jordana mialo swe miejsce w programach i podrecznikach szkolnych (por. na
przyktad Krygowska 1966, s. 189 — 208; Krygowska, Trelinski 1971, s. 274 —
301; Kakol, Lomnicki, Powazka, Wolodzko, 1982, s. 147 — 149).

2. O ksztaltowaniu pojecia miary podczas zajeé¢ z analizy ma-
tematycznej

W czasie wyktadu analizy matematycznej na jednym ze starszych roczni-
kow studiéw (wedlug nowych standardéw bedzie to na pierwszym roku studiéw
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drugiego stopnia) studenci zapoznaja sie z ogélna teoria miary. Dowiaduja sie
wtedy, ze miara jest nieujemng, rzeczywista funkcja okreslona niekoniecznie
na rodzinie wszystkich podzbioréw przestrzeni, ale na pewnym o — ciele pod-
zbioréw tej przestrzeni, przy czym jest ona przeliczalnie addytywna na zbio-
rach parami rozlacznych. Poznaja réwniez konstrukcje takiej miary z miary
zewnetrznej za pomoca warunku Carathéodory’ego. Warunek ten pozwala na
wybieranie z rodziny wszystkich podzbioréw przestrzeni pewnego o — ciata
zbioréw. Wtedy miara zewnetrzna zawezona do tego o — ciala jest miarg i to
miara zupelna. Wtasnie w ten sposéb tworzy sie w R™, n € N, miare Lebes-
gue’a.

Opisana wyzej konstrukcja nie jest zbyt trudna, ale dowdd twierdzenia
Carathéodory’ego jest zmudny i opiera sie na dos¢ zaawansowanym rachunku
zbioréw. Réwniez nie jest tatwa dla studentéw charakteryzacja w R™,n € N,
zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a. Ze wzgledéw dydaktycznych po-
trzebny jest dobry przyktad ilustrujacy dzialanie omawianego warunku, wia-
snosci zbioréw mierzalnych oraz wlasnoéci funkcji mierzalnych wzgledem tej
miary. Ponizej podajemy taki przyktad.

Przyktad

W niepustym zbiorze X, zawierajacym co najmniej dwa rézne punkty,
wybieramy dwa rézne punkty xg i x1. Okreslamy w rodzinie wszystkich pod-
zbioréw tego zbioru funkcje p* : 2% — R wzorem:

0, xpfAix1 €A
2, xoeAix g A
* A — 9
w(A) 4, modAiz €A
5, zo€Aix1 €A
Nietrudno sprawdzi¢, ze funkcja ta jest miara zewnetrzng. Rodzina S zbio-
réw przestrzeni X spelniajaca warunek

{§S=ZcX:pA)=pmANZ)+ A\ 2)},

gdzie A jest dowolnym zbiorem z X, jest o — cialem zbioréw przestrzeni X
ztozonym ze zbioréw zawierajacych oba punkty lub niezawierajacych zadnego
z nich. Wtedy miara p: S — R ma postaé

o 0, £L‘0¢A11‘1¢A
M(A)_{ 5, zp€Aix1 €A

Kladac w miejsce X zbiory R™,n € N i dobierajac odpowiednio punkty
xo 1 1 otrzymujemy rézne przyklady miar.
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Przyjmijmy teraz w okreéleniu funkcji p* : 2% — R, z9 = 3 i 29 = 5.
Wtedy miara zewnetrzna p* : 2% — R jest, podobnie jak miara zewnetrzna
Lebesgue’a, okreslona w rodzinie wszystkich podzbioréw zbioru liczb rzeczy-
wistych. Nie jest to jednak miara zewnetrzna metryczna, gdyz istnieja zbiory
rozlaczne i takie, ze miara zewnetrzna sumy tych zbioréw nie jest rowna su-
mie ich miar zewnetrznych. Takimi zbiorami sa np. przedzialy [0, 3,5] i [4, 6]
zawierajace po jednym z wybranych punktéow.

Odnotujmy réwniez i to, ze z okreslenia otrzymanej miary wynika, iz nie
wszystkie zbiory borelowskie prostej sa mierzalne. Takimi zbiorami sg na przy-
ktad przedzialy zawierajace tylko jeden z wybranych punktow.

Utworzona miara p : S — R nie jest tez niezmiennicza wzgledem przesu-
niecia. Zauwazmy bowiem, ze przedzial [-4, 0] ma, wedlug tej miary, miare 0.
Po przesunieciu o 4 jednostki w prawo dostajemy przedzial [0, 4], ktory jest
zbiorem niemierzalnym, a przesuwajac przedzial [-4, 0] o 7 jednostek w pra-
wo dostajemy przedzial [3, 7], ktéry ma miare 5, gdyz zawiera oba wybrane
punkty.

Omawiany przyklad miary nadaje si¢ znakomicie do ilustracji waznych
twierdzen zwiazanych z funkcjami mierzalnymi. Przypominamy, ze przez funk-
cje mierzalng rozumiemy taka rzeczywista funkcje okreslong na mierzalnym
podzbiorze A przestrzeni X, dla ktérej przeciwobraz przedziatu (—oo, a), gdzie
a jest dowolna liczba rzeczywista, jest zbiorem mierzalnym. Zauwazmy, ze
w omawianym tu przykladzie funkcja f(z) = 1,2 € R, jest funkcja mierzalna
wzgledem skonstruowanej miary p, bowiem

_1 ) R, gdya>1
/ <<—oo,a>>—{ 5 shaci

Natomiast funkcje:

(ac) . 1, dla z <4
9\&) = —1, dlaz>4

lub
h(z) ==

nie sg funkcjami mierzalnymi wzgledem tej miary, bowiem
9 ((=00,0)) = (4,+00) £ S

oraz

h1((—00,4)) = (—00,4) & S.
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Poniewaz f(z) = g(x), wiec funkcje f i g pokazuja, ze z mierzalnosci war-
tosci bezwglednej pewnej funkcji nie wynika mierzalnosé tej funkcji.

Funkcja h ma u$wiadamiaé¢ studentom, ze twierdzenie o mierzalnosci funk-
cji cigglej jest prawdziwe tylko dla mierzalnoéci wzgledem miary Lebesgue’a.

Od wielu lat przyktad ten jest stale uzywany na moich wyktadach i é¢wicze-
niach. Trzeba jednak z przykroscig powiedzie¢, ze w wielu przypadkach badani
studenci niechetnie uczg sie przykladéw, ograniczajac swa wiedze do przyswo-
jenia wypowiedzi samych twierdzen, czesto bez znajomosci ich dowodéw. Jest
to przejaw formalizmu, o ktérym wspominal M. Hejny (1997).

Uwagi koncowe

W poprzednim paragrafie pokazano, jak z miary zewnetrznej, bedacej funk-
cja nieujemna i przeliczalnie podaddytywna, a zatem rowniez podaddytywna,
buduje sie przez zawezenie dziedziny miare, tzn. nieujemna i przeliczalnie ad-
dytywna, a wiec réwniez addytywna funkcje na zbiorach parami roztacznych.

Zachodzi naturalne pytanie, czy dla dowolnej podaddytywnej funkcji
1 : R — R, tzn. spelniajacej nieréwnosé

Y +y) <P@)+9y), v, yeR

istnieje niepusty zbiér S C R, taki ze funkcja ¢ = ¢|g jest addytywna, tzn.

Y(r+y) =) +Y(y), z,yes.

Zauwazmy najpierw, ze zbiér S powinien by¢ zamkniety na dodawanie
liczb. Dyskutujac ze studentami na temat rozwiagzania tego zadania mozemy
sformulowaé nastepujace stwierdzenie.

Jezeli funkcja ¢ : R — R jest podaddytywna i zbiér S jest niepu-
stym zbiorem miejsc zerowych tej funkeji, to funkcja ¢ = 1| g jest
addytywna.

Istotnie. Niech x,y € S. Wtedy ¥ (z) = ¢(y) = 0. Stad i z nieujemnosci
funkcji ¢ dostajemy

0 <Yz +y) <Y(z)+Y(y) =0,

a zatem ¥ (z +y) = 0.

Wazng dydaktycznie aktywnoscig jest konstruowanie stosownych przykta-
déw. Dla funkcji podaddytywnej ¢ (x) = |sin x| zbiorem miejsc zerowych jest
S=kr:xeZiplx)=0dlaxeS.
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Zauwazmy rowniez, ze zalozenie o niepustosci zbioru S jest istotne, gdyz
istnieja funkcje podaddytywne, ktére nie posiadaja miejsc zerowych, na przy-
ktad ¢(z) = |z| + 1,z € R.

Opisany powyzej sposob tworzenia funkcji addytywnej przez zawezenie
dziedziny funkcji podaddytywnej do zbioru jej miejsc zerowych nie jest je-
dynym. Wynika to z nastepujacego stwierdzenia.

Jezeli funkcja ¢ : R — RT jest podaddytywna i istnieje niepusty
zbiér S, taki ze

Yz +y) > (r) +Y(y), =,y €S,

to funkcja ¢ = 1|g jest addytywna.

Zbiér S, o ktérym mowa w powyzszym stwierdzeniu, nie musi by¢ jedyny
dla danej funkcji podaddytywnej. Na przyktad dla funkcji ¢(x) = |z| przyj-
mujac S = [0,400) otrzymujemy ¢(x) = z, natomiast gdy S = (—00,0], to
p(z) = -

Rozwazanie ze studentami tego typu probleméw wydaje sie by¢ bardzo
ksztalcace. Pozwala ono dostrzec pewne analogie i réznice miedzy réznymi
pojeciami matematycznymi, a w szczegdlnosci glebiej zrozumieé¢ konstrukcje
miary z miary zewnetrznej.
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