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Aspekty fenomenologiczne i aksjomatyczne
dzialan na liczbach catkowitych

Streszczenie

W artykule przedstawiony zostanie fragment opracowanej przez dydaktykéw nie-
mieckich (Cohors-Fresenborg et al., 2011) koncepcji wprowadzenia liczb ujemnych
oraz dzialan na liczbach calkowitych, ktora taczy podejscie fenomenologiczne z uje-
ciem aksjomatycznym. Podejécie fenomenologiczne nalezy rozumieé jako odnoszenie
poje¢ matematycznych do poje¢ i sytuacji $§wiata realnego i idei, do opisu ktérych
dane pojecia matematyczne sa uzywane (por. Freudenthal 1983, s. ix). Metoda aksjo-
matyzacji pokazuje natomiast istotny w matematyce sposéb myélenia, konstruowania
i organizowania teorii matematycznych. Korzystanie z tej metody wymaga specy-
ficznych aktywnosci matematycznych (w szczegdlnos$ci dowodzenia i dedukeji) oraz
sprawnego poshugiwania sie jezykiem formalnym. Koncepcja ta zostata wykorzystana
w badaniach w Niemczech i Indonezji. W konicowej czesci referatu przedstawione zo-
stang implikacje i spostrzezenia z tych badan.

Wprowadzenie

Plaszczyzna asymilacji podejécia fenomenologicznego i aksjomatycznego
w opisywanej propozycji dydaktycznej jest koncepcja nauczania realistyczne-
go. Zgodnie z nig uczniowie ,odkrywaja”’ i wyjasniaja wlasnosci liczb catko-
witych. W ten sposéb systematyzuja elementy posiadanej juz wiedzy i tworza
spdjna, zrozumiaty dla nich teorie. Jest to odpowiednik uporzadkowanej ak-
sjomatycznie teorii matematycznej, zgodnie z tendencja dominujaca w mate-
matyce XX wieku.

Implementacja do praktyki szkolnej dowodéw usytuowanych w aksjoma-
tycznie uporzadkowanej teorii matematycznej spotyka sie z krytyka. Jest ona
uzasadniana gléwnie obawa o to, ze dowodzenie zastgpione zostanie zauto-
matyzowanymi i bezrefleksyjnie wykonywanymi operacjami i przeksztalcenia-
mi formalnym, przy jednoczesnym zaniedbaniu rozumowania opartego na do-
Swiadczeniu uczniéw, intuicji matematycznej i ,ideach glebokich” pojeé¢ ma-
tematycznych (por. Semadeni (2004, s. 4)).
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Przeprowadzone badania empiryczne potwierdzaja jednak efektywnosé opi-
sywanej w tym artykule propozycji dydaktycznej wprowadzenia liczb ujem-
nych, przez co zasluguje ona na szczegblna uwage, ale takze wymaga wni-
kliwego wyjasnienia. W analizie matematyczno-dydaktycznej tej propozycji
wyjasniona zostanie mozliwo$¢ rozwoju aktywnosci matematycznych uczniéw,
w szczegllnosci tych zwiazanych z postugiwaniem sie jezykiem formalnym,
z aksjomatyzacja i dedukcja, poprzez odpowiedni dobér i organizacje do$wiad-
czenia uczniéw, sytuacji éwiczeniowych i problemowych. Wyjasniona zostanie
takze rola metafor jako narzedzia poznawczego w uczeniu sie i nauczaniu ma-
tematyki.

Jednym z celéw dydaktyki matematyki jest zrozumienie szeroko pojetej ak-
tywnosci matematycznej oraz ksztaltowanie odpowiednich wyobrazen uczniow
i umiejetnosci korzystania z nich, tj. ksztaltowanie postaw intelektualnych sta-
nowiacych podstawe myslenia matematycznego.

An important goal of mathematics education is to understand the
thinking involved in doing and learning mathematics (Nunez et al.,
1999, s. 45).

As a discipline, mathematics education is concerned not only with
creating effective means and methods of instruction, but with un-
derstanding why certain methods are effective and others are not,
and with larger questions about the nature and development of
mathematical knowledge (Nunez et al., 1999, s. 60).

Dziatania na liczbach wykonywane sa przez uczniéw juz na pierwszym
poziomie edukacji i w toku dalszej edukacji przyjmuja coraz bardziej ztozo-
na forme. Po wprowadzeniu liczb ujemnych zrozumienie dzialan na liczbach
catkowitych jest dla wielu uczniéw trudne. Nie potrafig oni odnies¢ zapisu for-
malnego do innych, zrozumiatych dla nich tresci i w ten sposéb nada¢ mu sens,
tj. wytlumaczyé, dlaczego np. odejmowanie liczby ujemnej mozemy zastapic
dodawaniem liczby do niej przeciwnej, czyli liczby dodatnie;j.

Podejscie aksjomatyczne w tym zakresie uchodzi w praktyce szkolnej za
trudne, zbyt formalne i wrecz niemozliwe do przyswojenia. W wielu sytu-
acjach ,niemozliwe” wynika z nieumiejetnosci wsparcia ucznidéw w procesie
konstruowania w ich umysle odpowiednich obrazéw (wyobrazen) poje¢ i metod
matematycznych i korzystania z tych obrazéw (wyobrazen). Koncepcja, ktéra
zostanie przedstawiona, pokazuje jak mozna takie wyobrazenia konstruowaé
i jak z nich korzystaé, wykorzystujac metafory jako mechanizm poznawczy,
umozliwiajacy (semantyczne) zrozumienie jednego pojecia (np. matematycz-
nego) poprzez odwolanie do innego pojecia.
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The essence of metaphor is understanding and experiencing one
kind of thing in terms of another (Lakoff & Johnson, 1980, s. 5).

Wprawdzie Lakoff i Johnson nie zawezaja sie¢ w swoich rozwazaniach do zna-
czenia metafor w uczeniu si¢ i nauczaniu matematyki, jednak abstrakcyjny
charakter poje¢ matematycznych skitania do podkreslenia istotnej roli, jaka
metafory odgrywaja w edukacji matematyczne;j.

Przedstawienie koncepcji

Podstawa metodologiczno—teoretyczna

Idea omawianej koncepcji polega na rozbudowywaniu, precyzowaniu i sys-
tematyzowaniu elementéw wiedzy, z ktérymi uczniowie sa juz w jakis sposéb
zaznajomieni, do systemu zwanego ,,microworld”.

Microworlds are the external places where the external actions —
caused by the cognitive activities — take place; the effects of these
actions give feedback to the mental organizations and the develop-
ment of mental models. Microworlds serve the function to make
such experiences possible, which lead to an adequate mental con-
ceptualization (of mathematical thinking). In case of special goals
of learning such as adequate mathematical behavior in a specific
mathematical field, specific microworlds have to be developed for
usage (Schwank, 1995, s. 104).

Chodzi o pewne zewnetrzne ,miejsce” (Srodowisko dydaktyczne), w kto-
rym uczniowie precyzuja intuicyjnie dla nich zrozumiale pojecia i wypracowuja
podstawy aktywnosci umystowych istotnych dla zrozumienia jakiego$§ dziatu
nauczania (np. pewnej teorii matematycznej), jeszcze zanim te intuicyjnie zro-
zumiale pojecia i metody zostana zmatematyzowane.

The emphasis of a microworld is, that it is an embodiment of a
network of mathematical ideas with the entire possible actions,
which are determined by its structure. [...] Microworlds provide
the possibilities for experiences. In consequence students can talk
about mathematical concepts in an intelligent way because they
are speaking from experience (Schwank, 1995, s. 107-108).

Microworld organizuje doswiadczenia ucznia tak, aby staly sie one podsta-
wa do wyjadniania i zrozumienia treSci matematycznych. Organizacja doswiad-
czenia uczniéw sprzyja konstruowaniu w ich umyséle metafor, ktére pelnia role
mechanizmu poznawczego, taczacego system poje¢ matematycznych z syste-
mem poje¢ niematematycznych, traktujac ten drugi jako system wyjasniajacy.
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Warunkiem konstruowania metafor w umysle ucznia jest konsekwentna or-
ganizacja do$wiadczenia uczniéw i precyzowanie ich wspdlnie z uczniami, czyli
aktywna, oparta na refleksji i kontroli, Swiadoma postawa uczniéw w procesie
zdobywania wiedzy matematycznej i meta—matematyczne;j.

Te postawe (aktywnego i Swiadomego udzialu ucznia w procesie uczenia sie
i nauczania) podkreslala Krygowska w rozwazaniach nad zagadnieniami dy-
daktyki matematyki, takze w odniesieniu do metody aksjomatycznej w mate-
matyce: ,Mdéwigc o metodzie aksjomatycznej w nauczaniu, myslimy o trudnym
zadaniu dydaktycznym, tj. o przyswojeniu uczniowi pewnego sposobu mysle-
nia przy jego w pelni aktywnym udziale w tym procesie” (Krygowska, 1977,
s. 156). Przedstawienie zalozen teoretycznych wspomnianej koncepcji i pelna
ich egzemplifikacja (metod rozwoju i wspierania aktywnej postawy ucznia wo-
bec zagadnien zwiazanych z opisana w tym artykule koncepcja) wykraczaloby
poza ramy artykutu. Warto jednak podkresli¢, ze istotnym elementem tej kon-
cepcji sa zadania ukierunkowane na pobudzanie aktywnej i Swiadomej posta-
wy uczniéw wobec zagadnien matematycznych poprzez inicjowanie procesoéw
planowania, kontroli i refleksji, ktore wspierajg i reguluja proces poznawczy
ucznia. Przyklady takich zadan podano w (Kaune et al. 2012a).

Sposdb realizacyi

Zgodnie z nauczaniem realistycznym, punktem wyjécia w organizowaniu
doswiadczen ucznia jest sytuacja realna, tutaj analiza operacji dokonywanych
na koncie bankowym oraz sposobu postepowania z pieniedzmi i dtugami. Okre-
$lenie ,realna” nalezy rozumie¢ nastepujaco:

Of course, by saying the starting points are experientially real,
we are not suggesting that the students had to experience these
starting points first hand. Instead, we are saying simply that the
students should be able to imagine acting in the scenario, as king,
for example (Gravemeijer et al., 2003, s. 53).

Sytuacja ta jest rozbudowywana do microworld ,Mate Bank”, zwanego tez
,Liczeniem zgodnym z przyjeta umowsg’.

Poprzez analize, precyzowanie, wykonywanie i kontrolowanie operacji fi-
nansowych dokonywanych na koncie bankowym uczniowie uswiadamiaja sobie
charakter tych operacji, opisuja i stosuja, reguty nimi rzadzace, jeszcze zanim
do$wiadczenie to opisza jezykiem matematyki. W ten sposéb rekonstruuja oni
wiedze matematyczna.
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Koncepcja nauczania realistycznego pozwala poznaé wlasnoéci poje¢ mate-
matycznych (tutaj liczb catkowitych, lub ogélniej — liczb dodatnich i ujemnych)
i wlasnosci zdefiniowanych dla nich operacji. Ma ona jednak istotne ogranicze-
nia metodologiczne: Dotycza one rekonstrukeji aktywnosci prowadzacych do
aksjomatycznego rozszerzania zbiorow liczbowych, typowego dla matematyki
XX wieku. Ponadto trudno tez o rekonstrukcje takich elementéw wiedzy, ktére
w kontekécie realnym nie maja odpowiednika, jak np. mnozenie dwoch liczb
ujemnych.

Istotnym do$wiadczeniem uczniéw, pozwalajacym pokonaé to ograniczenie
metodologiczne, jest konstruowanie fikcyjnej umowy z bankiem i zrozumienie
zasad korzystania z niej. Umowa ta jest odpowiednikiem uktadu aksjomatéw,
jej poszczegdlne ustalenia odpowiadajg aksjomatom, konsekwencje tych usta-
leni sa natomiast odpowiednikiem twierdzen mozliwych do udowodnienia na
gruncie przyjetej teorii. Wykonywanie rachunkéw bankowych zgodnie z przy-
jeta umowa z bankiem wymaga od ucznia m.in. dedukcji i rozwija umiejetnosé
dowodzenia.

Umowa z bankiem na charakter normatywny. Zawiera ona ustalenia wypra-
cowane przez uczniéw poprzez uogdlnienie zaobserwowanych wtasnosci dziatan
matematycznych, opisujacych operacje na rachunku bankowym. Ustalenia tej
umowy odnosza sie najpierw do operacji wptaty i wyplaty. Dopiero poprzez
rekonstrukcje zawartej w tej umowie wiedzy matematycznej przyjmuje ona dla
uczniéw charakter umowy regulujacej dziatania na liczbach.

Zawarcie umowy z fikcyjnym bankiem ,,Mate Bank” oraz rekonstrukcja
zawarte] w tej umowie wiedzy matematycznej do postaci uktadu aksjoma-
tow opisujacych dzialania na liczbach daje mozliwoé¢ polaczenia wyjasnien
opartych na intuicji i doswiadczeniu uczniéw z formalnymi wyjasnieniami do-
wodowymi.

Mozna zatem powiedzieé, ze ,reality” w sensie opisanym przez Freuden-
thala (1991, s.17) (I prefer to apply the term reality to what common sense
experiences as real at a certain stage.) znajduje w omawianej koncepcji od-
zwierciedlenie takze w zawieraniu umoéw i korzystaniu z nich. Doswiadczenie
to stanowi podstawe do zrozumienia przez uczniéw metody aksjomatycznej
w matematyce i taczy podejécie fenomenologiczne z podejéciem aksjomatycz-
nym.

Skutecznos¢ przyjetego postepowania osiggana jest m.in. poprzez ciggte
odnoszenie poje¢ matematycznych i zapisu formalnego do wczesniej intuicyjnie
pojetych, uporzadkowanych elementéw wiedzy ucznia i jego do§wiadczenia.
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Operacjonalizacja: Microworld ,Liczenie zgodnie z przyjeta umowq” i zwigzane
z nim metafory

Tresci zarysowanej powyzej od strony teoretycznej koncepcji dydaktycznej
wprowadzenia liczb ujemnych i dziatan na liczbach catkowitych dotycza kolej-
no nastepujacych zagadnien.

1. Wplata i wyplata pieniedzy na konto lub z konta banku ,Mate Bank”.

2. Zapis formalny dokonywanych operacji.

3. Konstruowanie umowy z bankiem ,Mate Bank” (umowa , Ksiggowanie

wplat i wyplat”).

4. Rekonstrukcja wiedzy matematycznej zawartej w umowie z bankiem

(umowa ,,Dziatania na liczbach”).

5. Liczenie i dowodzenie w oparciu o odpowiednie umowy.

6. Rozszerzenie umowy ,,Dzialania na liczbach” (mnozenie i dzielenie liczb).

Punktem wyjécia w kreowaniu wyobrazen uczniow jest ich intuicyjna wie-
dza o sposobie postepowania z pieniedzmi na koncie bankowym. Jest ona wyko-
rzystywana w serii zadan, ktére wymagaja zaksiegowania operacji bankowych
na kartach do konta pewnego banku, zwanego ,Mate Bank”.

Od samego poczatku uczniowie sg zachecani do wyjasniania operacji do-
konywanych w banku, tj. do taczenia ustalonej notacji z tresciami dla nich
zrozumialymi. Temu stuzy cze$é b) ponizszego zadania, w ktorej nalezy napi-
sa¢ opowiadanie pasujace do operacji zanotowanych na karcie bankowe;j.

Zadanie: W ponizszej karcie brakujg wpisy.

wiasciciel konta numer konta

Cichy Tomasz 012222 3223 1111 1111 9999 0001

imie nazwisko

Poziomkowa 9

ulica, nr domu

96-789 Zalesie Wielkie

kod pocztowy migjscowo$é

Ip. | data poprzednie operacje nowe
saldo wyplata wplata saldo

1. | 12.10.09 120,00 15,00 135,00

2. | 17.10.09 135,00 122,00

3. | 28.10.09 122,00 58,00

4. | 31.10.09 7,00 71,00

5. | 02.11.09 71,00 81,00

a) Uzupetnij karte.

b) Ut6z opowiadanie do odnotowanych operacji.
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Wprowadzenie poje¢ ,liczba ujemna” i liczba dodatnia” odbywa sie
w procesie refleksji nad rozwigzaniem specjalnie do tego skonstruowanych sy-
tuacji problemowych. Najpierw uczen jest konfrontowany z sytuacja, ktorej
rozwiazanie prowadzi do ustalenia, ze bank moze udzieli¢ klientowi kredytu.

Zadanie: Ponizsza karta pokazuje stan konta Niny:

numer konta: 01 4444 3223 1111 1111 9999 0001
Ip. | data poprzednie operacje nowe
saldo wyplata wplata saldo
11. | 14.08.09 127,00 30,00 157,00
12. | 18.08.09 157,00 120,00 37,00
13. ] 21.08.09 37,00 62,00 99,00
14. | 28.08.09 99,00 93,00 6,00
15.

Nina chce zaptaci¢ z jej konta 22 zt za wycieczke klasowa.
Napisz, co w tej sytuacji moze zrobi¢ bank.

Wynik takiej operacji powinien by¢ zaksiegowany jako ditug, co sktania do
modyfikacji karty bankowej. Na kartach pojawiaja sie dodatkowe oznaczenia
dla ,winien” (W) i ;ma” (M), najpierw tylko w kolumnie ,nowe saldo”, po-
tem takze dla oznaczenia kwot ksiegowanych jako wplaty i wyplaty, poniewaz
w nastepujacej sytuacji problemowej uczniowie ,,odkrywaja” koniecznosé¢ ,,wpta-
cania” i ,wyplacania” dtugu: Pewien klient banku ,,Mate Bank” posiada dwa
konta. Dla utatwienia zarzadzania tymi kontami i kontroli nad nimi, zwrécit
sie on do banku z pro$ba o zamkniecie (likwidacje) jednego z nich i polaczenie
sald obu kont na pozostawionym koncie. Stan jednego z kont wynosi M 155,
stan drugiego (przeznaczonego do likwidacji) W 135. Jak w tej sytuacji moze
postapi¢ bank?

Uczniowie proponuja w tej sytuacji dwie mozliwosci. Pierwsza to przelew
odpowiedniej kwoty z pozostawionego konta na konto przeznaczone do likwi-
dacji, tak jak to pokazuja ponizsze karty do kont.

numer konta 01 5555 3223 1111 1111 9999 0001‘

Ip. | data | poprzednie saldo operacje nowe saldo
2009 |W/M W/M| wyptata |W/M| wptata W/M

4. 103.12.| M 175,00 M 20,00 M 155,00

5. [10.12.| M 155,00 M 135,00 M 20,00
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numer konta 01 5555 3223 1111 1111 9999 0002

Ip. | data | poprzednie saldo operacje nowe saldo
2009 (W/M W/M| wyptata |W/M| wptata WM

7. 103.12.| W 180,00 M 45,00 | W 135,00

8. | 10.12.| W 135,00 M 135,00 M 0,00

Druga mozliwosé to przelew z likwidowanego konta na to, ktére ma pozo-
sta¢. W tym przypadku z konta przeznaczonego do zamkniecia ,wyplacamy”
dlug i ,wptacamy” go na to konto, ktére klient pozostawi, czyli przenosimy
zadtuzenie z jednego konta na drugie.

numer konta 01 5555 3223 1111 1111 9999 OOO1|

Ip. | data | poprzednie saldo operacje nowe saldo
2009 |W/M W/M| wyptata |W/M| wplata WIM

. 10312.| M 175,00 M 20,00 M 155,00

5. [10.12.| M 155,00 w 135,00 | M 20,00

numer konta 01 5555 3223 1111 1111 9999 0002

Ip. | data | poprzednie saldo operacje nowe saldo
2009 |W/M W/M| wyptata |W/M| wptata WIM

7. 103.12.| W 180,00 M 45,00 W 135,00

8. [10.12.| W 135,00 W 135,00 M 0,00

Latwo zauwazy¢, ze obie operacje prowadza do tego samego wyniku kon-
cowego na kazdym z kont, stanowia jednoczeénie uzasadnienie dla faktu, ze
wyplate okreélonej kwoty mozemy zastapi¢ wplata kwoty do niej przeciwnej.
W jezyku matematycznym: Mamy sytuacje, w ktérej odejmowanie pewnej licz-
by mozemy zastapi¢ dodawaniem liczby do niej przeciwnej, takze w przypad-
ku, gdy odjemnik jest liczba ujemna, co pokazuja wypelnione karty. Kursywa
z pogrubieniem wpisano odpowiedzi, ktére w wersji dla ucznia nie sa podane
i wymagaja uzupelnienia.

Nalezy podkreslié, ze opisana powyzej sytuacja problemowa zmierza do
skonstruowania odpowiednich modeli dodawania i odejmowania liczb ujem-
nych, do ktérych uczniowie beda mogli odwolywaé sie w przysztosci, w przy-
padku wykonywania dziatan na liczbach caltkowitych. Dodawanie liczb ujem-
nych interpretowane jest tu jako wplacanie dlugu na konto (tj. dopisywanie
zadtuzenia na to konto), odejmowanie natomiast jako wyplacanie dtugu z kon-
ta (np. celem przeniesienia zadluzenia na inne konto).

Odejmowaniu liczby ujemnej mozna nada¢ takze inng interpretacje — od-
powiada ono anulowaniu pomytkowo zaksiegowanej na koncie operacji wptaty
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na nie zadluzenia przeniesionego z innego (np. wlasnie likwidowanego) konta:
Jezeli na karcie do konta dopisano przez nieuwage dwukrotnie kwote W 120
(czyli — 120 zt), to anulowanie blednej operacji moze nastapi¢ na dwa sposoby:
Poprzez dopisanie (wplacenie) na to konto M 120 (czyli 120 zt) lub ,cofniecie”
omytkowo zaksiegowanej kwoty, tj. wyptate W 120. W opisie matematycznym
drugiego sposobu pojawia sie odejmowanie liczby ujemnej, ktére (w odnie-
sieniu do stanu koncowego konta) skutkuje tym samym, co dodawanie liczby
dodatniej w pierwszej sytuacji.

Sytuacja problemowa likwidacji jednego z dwdch kont pozwala wyjasni¢ na
modelu jeszcze jedna wiasnosé liczb catkowitych — przemienno$é¢ dodawania:
Potaczone saldo koficowe obu kont nie zalezy od tego, ktére konto bedzie
zlikwidowane, tj. nie zalezy od kolejnoéci, w jakiej wykonywane beda operacje
wplaty: Niezaleznie od tego, czy zamkniete zostanie konto o saldzie b i saldo to
dopisane do konta o saldzie a, czy tez odwrotnie, nowe saldo pozostawionego
konta powinno byé¢ w obu przypadkach réwne.

Rozszerzenie powyzszej sytuacji problemowej (poprzez analogie) na przy-
padek trzech kont, z ktérych jedno ma by¢ pozostawione a dwa zlikwidowane,
prowadzi do spostrzezenia, ze saldo konicowe pozostawionego konta nie zalezy
od kolejnosci likwidowania wybranych kont i dopisywania ich sald do salda
zachowanego konta.

Dazenie do uproszczenia zapisu operacji wplaty i wyptaty w banku wia-
ze sie z koniecznodcia zrezygnowania z kart do kont i wprowadzeniem nowej
notacji. W zapisie dokonywanych operacji pozostaja tylko istotne informacje
i w ten sposéb przygotowywany jest proces matematyzacji dotychczasowych
do$wiadczen.

operacje
poprzednie saldo nowe saldo
WIM W/M, wyptata WI/M, wptata WIM
M 140,00 / w 50,00 | | M 90,00

=\, [

(M 140,00 + W 50,00) = M 90,00

Zamiast dwoch symboli ;W” i |M” dla rozrdéznienia liczb ksiggowanych
jako ,winien” i ,ma” wprowadzony zostaje znak minus ,—”, ktéry wyrdznia
liczby uzywane dotychczas do ksiegowania ,,dtugu”. Dopiero po wprowadzeniu
znaku minus jako znaku liczby ujemnej, wprowadzone zostaja pojecia ,liczba
dodatnia” / Jiczba ujemna” oraz ,liczby przeciwne”. Dla podkreslenia zwiaz-
ku z dwuargumentowa operacja wplacania/wyplacania pieniedzy, dodawanie
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i odejmowanie zapisywane sa poczatkowo w nawiasie. Nawias stosowany jest
takze konsekwentnie w notacji liczb ujemnych.

Przejscie do uproszczonej postaci zapisu operacji na koncie nie oznacza re-
zygnacji z dalszego rozwoju wyobrazen uczniéow zwigzanych z operacjami wy-
konywanymi w banku — wrecz przeciwnie. Pozbawiony na zewnatrz zwiazku
z wplacaniem i wyplacaniem pieniedzy w banku zapis matematyczny dzia-
tan na liczbach wigzany jest z wcze$niejszym doswiadczeniem wplat i wy-
ptat. Uczniowie zachecani sa do refleksji nad tresciami matematycznymi, do
kontrolowania i uzasadniania poprawnosci dzialan matematycznych, co naste-
puje poprzez ich interpretacje w microworld ,Mate Bank”: Liczby dodatnie
interpretowane sa jako pieniadze (ulokowane na koncie lub wplacane na kon-
to/wyplacane z konta), liczby ujemne jako dlug (ktéry moze opisywaé saldo
konta oraz przedmiot wplat i wyplat), liczba zero okresla, iz na koncie nie ma
jakichkolwiek pieniedzy. Dodawanie interpretowane jest jako wplata na konto,
odejmowanie jako wyplata z konta, a wynik tych operacji jako nowe saldo,
czyli nowy stan konta.

Ponizsze zadania pokazuja, w jaki sposéb tresci matematyczne moga byé
taczone przez uczniéw z treSciami niematematycznymi. Jedno z zadan wymaga
utozenia odpowiednich rownosci do opisanych stownie operacji. Drugie zadanie
przedstawia sytuacje odwrotng — do podanych dziatan nalezy dopisaé¢ odpo-
wiedni wynik i poda¢ stownie interpretacje tego dziatlania. W obu zadaniach
wpisano kursywa przyktadowe odpowiedzi uczniéw.

Zadanie
Uté6z odpowiednie réwnosci do podanych operacji.

Na koncie mam 350 z! i wyptacam z niego 400 z1. | (350 — 400) = (— 50)
Na koncie mam 250 zl i przygotowuje konto do | (250 — 250) = 0
zamknigcia. lub (250 + (— 250)) = 0
Na koncie mam dlug 250 zl i przygotowuje konto | ((— 250) — (— 250)) = 0
do zamknigcia. lub ((— 250) + 250) = 0
Otwieram konto i wplacam na nie 389 zl. (0 + 389) = 389
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Zadanie
U6z teksty pasujace do podanych dziatan. Oblicz nowe saldo.

((—=1000) — (—1000)) =0 Tola ma na koncie diug 1000 2t i (Zeby przygotowaé
konto do zamkniecia) wyplaca (przenosi) z tego kon-
ta 1000 2t dlugu. Nowe saldo wynosi 0 z1.

(04 60) = 60 Tola otwiera konto i wplaca na nie 60 zI. Na koncie
ma teraz 60 z1.

(11004 (—1600)) = (—500) | Tola miala na koncie 1100 2t i na jej konto wplacono
(dopisano/przeniesiono z innego konta) dlug 1600 z1.
Tola ma teraz na koncie dlug 500 zl.

Powyzsze przyklady zadan i wyjasnienia pokazuja organizacje wyobrazen
uczniow. W wielu podobnie skonstruowanych zadaniach zauwazaja i wyjasnia-
ja oni na modelu prawo przemiennosci i tacznosci dodawania oraz zaleznosé
miedzy odejmowaniem pewnej liczby a dodawaniem liczby do niej przeciwnej,
tzn. miedzy wynikiem wyplaty pewnej kwoty pieniedzy z konta a wynikiem
wplaty na to konto kwoty przeciwnej (,przeciwienstwem” do ,ma” jest ,wi-
nien” a przeciwienistwem do ,winien” jest ,ma”).

W kolejnym kroku uczniowie uogdlniaja swoje doswiadczenia i wyobraze-
nia, i uktadaja umowe z bankiem ,Mate Bank” po to, by klient banku miat
w przyszlosci podstawe do sprawdzenia, czy wszystkie operacje dokonane na
jego koncie wykonane zostaly poprawnie. Potrzeba zawarcia takiej umowy jest
dla ucznidéw oczywista i zrozumiata. Nalezy zadbaé o ksztaltowanie umiejet-
nosci korzystania z tej umowy, tj. ksztaltowanie wzorcéw aktywnosci matema-
tycznych w aksjomatycznie uporzadkowanej teorii matematycznej. Od strony
dydaktycznej chodzi o stworzenie modelu uktadu aksjomatéw i ¢wiczenie umie-
jetnosci korzystania z niego, tj. w szczegdlnosci umiejetnosci argumentowania,
dowodzenia i dedukcji.

Jakie ustalenia zawiera umowa z bankiem?
1. Otwarcie konta

Klient banku musi mie¢ mozliwo$é otwarcia nowego konta. Jesli otwiera
on konto w banku i w pierwszej operacji na tym koncie wptaca na nie
dowolng kwote pieniedzy lub przenosi na nie dlug z innego konta, chce
on, aby nowe saldo odpowiadalo tej kwocie, ktéra bedzie podana do za-
ksiegowania w pierwszej operacji.

Poniewaz umowa odnosi si¢ do dowolnej kwoty, powstaje problem za-
pisu odpowiedniej klauzuli. Do$wiadczenie pokazuje, ze uczniowie sa-
mi sugerujg w tym przypadku postuzenie sie symbolami zamiast kon-
kretnych liczb. Pierwszy punkt umowy z bankiem wyglada nastepujaco:
(0+a)=a.
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2. Zamkniecie konta
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Klient banku chce mie¢ mozliwodé zlikwidowania konta w dowolnym mo-
mencie, tj. w szczegdlnosci doprowadzenia salda koncowego konta do ze-
ra. Jakiej dyspozycji musi on udzieli¢ bankowi? Niezaleznie od tego, czy
na koncie jest dtug czy naleznosci klienta, bank moze dopisa¢ do bieza-
cej kwoty na koncie kwote do niej przeciwna. W przypadku, gdy saldo
opisane jest liczba ujemna (,winien” /dlug), klient musi dokonaé¢ wplaty
odpowiedniej kwoty. W przypadku, gdy saldo zamykanego konta opisane
jest liczba dodatnia (,,ma”), bank moze dopisa¢ do stanu tego konta diug
przeniesiony z innego konta. Drugi punkt umowy wyglada nastepujaco:
(a+(—a)) = 0.

Tutaj, w szczegdlnodci gdy a jest liczba ujemna opisujaca diug, nalezy
zwrdcié uwage na zapis syntaktyczny liczby przeciwnej do liczby a (np.
»(—(—200)))” oraz jej znaczenie (,przeciwienstwem” do ,winien” jest
~ma”, czyli liczba (—(—200)) to inny zapis liczby 200).

. Kolejno$é¢ dwéch operacji

Klient banku chce, aby saldo jego konta nie zalezalo od kolejnosci ksie-
gowania wplat. W szczegdlnosci, gdy stan jego konta wynosi a i klient
wplaca kwote b, to stan jego konta powinien odpowiadaé¢ stanowi kon-
ta w przypadku, gdyby klient miat na koncie kwote b i wplacal na nie
kwote a. Opisuje to trzeci punkt umowy: (a +b) = (b + a).

Uczniowie mogg interpretowaé ten zapis takze jako likwidacje jednego
z dwoéch kont i lokate pieniedzy z obu kont na jednym, ktére pozosta-
wiamy: Niezaleznie od tego, czy zlikwidowane zostanie konto o saldzie b
i saldo to dopisane do konta o saldzie a, czy tez odwrotnie, nowe saldo
pozostawionego konta powinno by¢ w kazdym z obu przypadkow takie
samo.

. Kolejnos¢ trzech operacji

Klient banku oczekuje, ze w przypadku likwidacji dwéch z trzech kont
i potaczenia sald tych trzech kont na jednym z nich, saldo koncowe nie
zalezy od tego, na ktorym koncie zgromadzone zostang taczne srodki. Tu-
taj interpretacja jest analogiczna do interpretacji poprzedniego ustalenia,
a ustalenie z bankiem wyglada nastepujaco: ((a+0b)+c¢) = (a+ (b+c¢))).

. Wyptata

Powyzsze ustalenia odnosza sie do przypadku ksiegowania wplywoéw na
koncie. W sytuacji problemowej uczniowie staja przed pytaniem, czy dla
wyplat potrzebna jest nowa umowa z bankiem. Doswiadczenie pokazuje,
ze uczniowie zauwazaja, ze wystarczy poszerzy¢ aktualng umowe o punkt
opisujacy sposéb ksiegowania wyplat. Z wczesniejszych zadan wiadomo,
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ze kazda wypltata okreslonej kwoty moze by¢ zaksiegowana jako wptata
kwoty przeciwnej. Opisuje to ostatni punkt umowy: (a —b) = (a+ (-b)).
Efektem takiego postepowania jest umowa z bankiem. Jej ustalenia sa dla
uczniéw uogdlnieniem wiasnosci operacji wykonywanych na rachunku banko-
wym i przyjmuja charakter normatywny. Ich nazwy symboliczne pojawiaja
sie dopiero po dyskusji dotyczacej zwiazku zapisanych operacji z dzialaniami
matematycznymi (N+: element neutralny dodawania, E+: element przeciw-
ny/liczby przeciwne, P+: przemienno$¢ dodawania, L.+: tacznosé dodawania,
DO: definicja odejmowania).

Umowa N" (0+9)=q
z bankiem ,Mate Bank” EY (@+(a)=0
Ksiegowanie wptat i wyptat PY @+6=(5+y
L (@8 o=ar(54y)

DO (a-6)=(a+(g)

W wyniku abstrakcji i rekonstrukcji wiedzy matematycznej zawartej
w tej umowie uczniowie nadaja jej nowe znaczenie — dostrzegaja w niej umowe
opisujaca i regulujaca dzialania na liczbach. W tekscie dla ucznia ten proces
abstrakcji opisany jest nastepujaco:

Czy zadale$ juz sobie pytanie, gdzie znajduje sie ,Mate Bank”,
gdzie ma on siedzibe? ,Mate Bank” istnieje w naszej glowie!
To my go wymysliliSmy.

Teraz powiniene$ zrozumieé, dlaczego tak postapiliémy. Spéjrz-
my wstecz. Przy dokonywaniu operacji na koncie najpierw wy-
petnialiémy karty. Na nich znajdowaly sie tez informacje, ktére nie
dotyczyty operacji na koncie. Z tych informacji zrezygnowalismy.
W zapisie operacji pozostawiliSmy liczby, znaki dzialan i nawiasy.
Aby méc je zrozumieé, powiedzieliémy, Ze sa to operacje w banku
»2Mate Bank”. Skoro zrezygnowaliSmy z kart, musieliSmy zadbaé
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o to, aby bank dzialal zgodnie z naszymi oczekiwaniami. W tym
celu zawarliémy z bankiem umowe.

Teraz zrobimy kolejny krok i odsuniemy sie od pomystu ,Bank”,
wtedy pozostanie tylko ,Mate(matyka)”. Nasza umowa opisuje
sposéb wykonywania dzialan na liczbach w matematyce (por. Cohors-
Fresenborg, Kaune & Griep, 2011, s. 34; Kaune & Cohors-Fresenborg,
2011, s. 34).

N+ (0+d)=a
Et @+(a)=o0
PT @+6)=(5+q

Umowa

Dziatania na liczbach

+

1 ((‘1+5)+C)=(a+(5+c))
DO (‘1‘5)=(a+(_5))

Ten proces rekonstrukeji podkresla znaczenie wczesniejszych doswiadczen
uczniow w microworld ,Mate Bank” dla rozwoju ich wiedzy i myslenia ma-
tematycznego. Odwolujac sie¢ do nich celem wyjasnienia lub sprawdzenia po-
prawnosci dzialan na liczbach uczen uruchamia mechanizm poznawczy meta-
for, tj. ,widzi” w zapisie liczb wplaty, wyplaty, pieniadze i dtugi oraz poszcze-
gblne ustalenia z bankiem. Zgodnie z idea nauczania realistycznego, poprzez
pryzmat metafor zinterpretowane moze byé¢ to, co z perspektywy ucznia ma
sens, nawet jesli nie jest to cze$¢ Swiata realnego. Dobrym przyktadem na
to jest wypowiedZ pewnego ucznia z Indonezji, ktéry nauczany byl wedlug
opisanej w tym artykule koncepcji. W niezwiazanej z prowadzonym projek-
tem dydaktycznym pracy kontrolnej, sprawdzajacej umiejetno$é¢ wykonywania
dziatan na liczbach wymiernych, uczen poprawnie wykonal takie dzialania:
(123 + (—23)) — 100) =. Na szczegdlna uwage zastuguje fakt, ze uczen ten
zinterpretowal te dzialania w kontekscie microworld ,,Mate Bank”, mimo iz
w Indonezji kwota 23 rupie nie jest spotykana na co dzien. W tamtejszym
systemie monetarnym monety o wartosci 1 i 10 rupii nie sa spotykane w zyciu
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codziennym (dla poréwnania warto podaé, ze butelka matej wody mineralnej
kosztuje ok. 10 tys. rupii), a w sklepach kwoty zaokraglane sa z reguly do
pelnych setek lub nawet do pelnych tysiecy.

WypowiedZ ucznia wyjasniajaca obliczenia: (123 4+ (—23)) — 100) = 0.

Ma on 123 rupie, potem wplaca dlug 23 rupie, wiec = (123 +
(—23)). Potem wyplaca 100 rupii. Zatem, po tym jak zaplacit dlug,
zostalo mu jeszcze 100 rupii reszty. Teraz wyptaca 100 rupii. W ten
sposéb pozostaje mu 0 rupii (por. Kaune et al., 2012b, w druku).

Jak korzystaé z umowy?

Korzystanie z umowy wymaga dodatkowych ustalen dotyczacych jej tresci
i zasad korzystania z niej. Moga by¢ one spisane w formie zatacznika do umo-
wy z bankiem. Dotycza one nastepujacych aspektow:

e umowny charakter oznaczen symbolicznych, tj. nazw zmiennych przyje-
tych w umowie;

e celowo$¢ uzycia oznaczen symbolicznych oraz ich interpretacja;

e sposoOb podstawiania za zmienne konkretnych wartosci liczbowych oraz

bardziej ztozonych wyrazen algebraicznych.

Korzystanie z umowy nie sprowadza sie do podstawiania konkretnych war-
tosci liczbowych za zmienne. Stwarza ono dobra sytuacje dydaktyczng do
ksztaltowania u uczniéw umiejetnosci wykonywania dziatan na wyrazeniach al-
gebraicznych, np. podstawiania za zmienne ztozonych wyrazen algebraicznych.
Opanowanie tej umiejetnosci stanowi podstawe do korzystania z wyrazen al-
gebraicznych opisujacych prawidtowosci lub twierdzenia matematyczne, np. ze
wzoréw skrdoconego mnozenia. Dokladne omoéwienie tych aktywnoéci uczniow
wykraczaloby poza ramy tego artykulu. W (Cohors-Fresenborg et al., 2011;
Kaune & Cohors-Fresenborg, 2011) mozna sie zapoznaé z licznymi przykla-
dami zadan skonstruowanych dla tego celu. Korzystanie z umowy do obliczen
arytmetycznych polega na uzasadnianiu (poprzez podanie odpowiedniego pa-
ragrafu umowy) wykonywanych dziatan. W ten sposéb uczniowie wypracowuja
wzorce postaw intelektualnych stanowiacych podstawe dowodzenia metoda de-
dukcji w aksjomatycznie uporzadkowanej teorii matematycznej. Przejécie od
przyktadéw konkretnych do ogdlnych, zapisanych jezykiem symbolicznym, nie
stanowi dla uczniéw istotnej przeszkody w postugiwaniu sie umows o dziata-
niach na liczbach, nawet w zakresie dowodzenia, poniewaz poprzez odniesienie
zapisu symbolicznego do microworld ,Mate Bank” i jego interpretacje, ucznio-
wie wypelniaja go treéciami dla nich zrozumiatymi i nadaja mu sens. Ulatwia
to postugiwanie sie aparatem formalnym i jest to warunek efektywnosci tacze-
nia aspektow fenomenologicznych z aspektami aksjomatycznymi. Dzieki niemu
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w omawianej koncepcji nie ma mechanistycznego, bezmyslnego i bezintuicyj-
nego wykonywania przeksztalcen na znakach i literach oraz przerostu formy
nad trescia.

Ponizszy, zaczerpniety z (Kaune et al., 2012a, w druku) przyklad pokazuje,
w jaki spos6b dzialania arytmetyczne, przeksztatcenia algebraiczne i dowodze-
nie sg ze sobg zazebione.

-r
(((-58)+345)+58) (~(-3) = (g.[_{_a]” lﬂ
=((345+ (-5€))+58) K

((a+( T i
= (Qr(-a))+(-(=2)) =
=(345+((-58) +58)) At _

A'f
=(345+(s8+ (=8) )) K (=D -[-an)

—_—

S 4
=(345+ [®) ) " =(3+0) I
= BA;- _[\i* = 2 l J‘
Liczenie zgodnie z umowa Dowodzenie zgodnie z umowa

Przyklady pochodza z projektu realizowanego w Indonezji. Wprowadzone tu
oznaczenia sa skrétem od wyrazéw z jezyka indonezyjskiego (N+: elemen netral
penjumlahan, K+: komutatif, A+: asosiatif, I4+: invers).

Zadaniem uczniéw byto w jednym przypadku dokonczenie dziatan i uzasad-
nienie kazdego kroku w obliczeniach, a w drugim przypadku uzasadnienie do-
konanych przeksztalcen algebraicznych. Do kazdego obliczenia/przeksztalcenia
uczen odnotowal z boku zastosowany paragraf odpowiedniej umowy. Zadania
te inicjuja refleksje dotyczaca zastosowania narzedzi matematycznych (tutaj
m.in. aksjomatéw) i rozwijaja umiejetno$é argumentowania i dowodzenia.

Twierdzenia, ktére w prosty sposéb daja sie wyprowadzi¢ jako konsekwen-
cje przyjete] umowy dzialan na liczbach i jednocze$nie zinterpretowaé jako
zapis wplat i/lub wyplat dokonywanych w Mate Bank, podano ponize;j.

]
Tl: (a+0)=a T2: 0= (—0)
(a+ 0 (-0
=(0+a) et =0+ 0 N
—a Nt =0 foas
T3: (0-a)=(-a) T4: (a-a)=0
(0-a) (a-ay
=0+ Cay Do =(a+(a) DO
=(-a) on =0 foas
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Przykltady te pokazuja, jak mozna postepowaé, aby coraz bardziej formal-
ny i abstrakcyjny charakter matematyki nie stanowit dla uczniéw bariery. Na
szczegbdlng uwage zastuguje fakt, ze pierwsze dowody przeprowadzane przez
uczniéw w oparciu o odpowiednia umowe to dowody twierdzen dla ucznia oczy-
wistych i zrozumiatych, zaré6wno w modelu z bankiem jak i w ujeciu bardziej
abstrakcyjnym, w odniesieniu do dziatan na liczbach. Jest to zabieg przemy-
Slamy i celowy, eksponowany takze w rozwazan Krygowskiej (1977, s. 157).

Sensu dowodu matematycznego nie mozna pokazaé uczniom tylko
na przyktadach dowodéw twierdzen dlan nieoczywistych. Przeciw-
nie, ten sens staje sie jasny, gdy uczen szuka dowodu twierdzenia
dlan zupelnie oczywistego, gdy nie prawdziwos¢ twierdzenia, ro-
zumiana jeszcze bardzo konkretnie (prawdziwo$é w modelu) i su-
biektywnie, ale droga logicznie obiektywna i prowadzaca od tez
juz poprzednio uznanych w klasie do danego twierdzenia, staje sie
przedmiotem jego poszukiwan i rozwazan.

Rozszerzenie umowy (mnozenie i dzielenie liczb wymiernych)

Skonstruowana dotychczas umowa reguluje tylko dodawanie i odejmowa-
nie liczb. Przyjete w niej ustalenia obowigzujg oczywiscie nie tylko dla liczb
catkowitych, takze dla znanych juz uczniom liczb wymiernych. Nasuwa sie py-
tanie, czy mozna ja poszerzy¢ na przypadek mnozenia i dzielenia. Od strony
dydaktycznej pytanie to sprowadza si¢ do problemu znalezienia odpowiednich
interpretacji tych dziatan. Model umowy z bankiem jest pod tym wzgledem
ograniczony, ale zwigzane z nim wyobrazenia oraz aktywnosci matematyczne
uczniéw pozwalajg rozszerzy¢ umowe o dziataniach na liczbach na przypadek
mnozenia i dzielenia, tak, ze w efekcie skonstruowana umowa jest modelem
uktadu aksjomatéw ciata liczb rzeczywistych. Z realizacja tego pomystu mozna
sie zapozna¢ w (Cohors-Fresenborg et al., 2011; Kaune & Cohors-Fresenborg,
2011). Mozliwos¢ odwolania sie do ,umowy”, ktéra opisuje wlasnosci dzia-
tan na liczbach rzeczywistych, daje mozliwo$é uzasadnienia, dlaczego iloczyn
dwoch liczb ujemnych jest liczba dodatnia. W ten sposéb pokonana jest trud-
nos¢ wspomniana przez Freudenthala w rozwazaniach o dziataniach na liczbach
catkowitych.

It should be perfectly clear that the difficulty of teaching negative
numbers resides not in their introduction, nor in problems like
3—7,7+(-23),(—=7)+3,2%(=5), but in 3—(=7),10—(=7),(=3) £
(=7),(—2)*(—5). If a new teaching method for negative numbers is
demonstrated, it is worthwhile to check which kind of problem have
been included and which ones have been skipped over (Freudenthal,
1973, s. 281).

145



Edyta Nowinska

O umiejetnosci udowodnienia (z pozycji nauczyciela), dlaczego wyniku
mnozenia dwéch liczb ujemnych jest liczba dodatnia, np. (—2) x (=3) = 6,
Freudenthal pisze.

The teacher has to know what axiomatics is, even if he never te-
aches it, and he has to apply this knowledge wherever it is useful
(Freudenthal, 1973, s. 231).

Udowodnienie, dlaczego (—2) * (—3) = 6 w oparciu o przyjete wlasno-
$ci liczb, tj. wybrany sposéb argumentowania, Freudenthal podnosi do rangi
problemu of the highest mathematical importance (Freudenthal. 1973, s. 231).

Mozna by przypuszczaé, ze studenci matematyki, ktérzy maja za sobg kurs
analizy i algebry i z aksjomatami oraz prowadzonymi w oparciu o nie dowodami
juz nie raz sie spotkali, powinni potrafi¢ wyjaéni¢ nature problemu okreslenia
znaku iloczynu dwoéch liczb ujemnych. Niestety, doswiadczenie pokazalo, ze
wielu studentéw nie wie, jak podejs¢ do problemu ani jako matematyk, ani
jako dydaktyk — przyszty nauczyciel. Wyuczona na pamieé regutka o tym, ze
,dwa minusy daja plus” zdaje sie blokowaé checi do dalszego rozwazania.

Podsumowanie

Omowiona koncepcja wprowadzenia liczb ujemnych i dzialan na liczbach
calkowitych byla przedmiotem implementacji w projektach badawczych
w praktyce szkolnej w Niemczech (klasa 5 szkoly podstawowej) i Indonezji
(klasa 7 szkoly podstawowej). W badaniach typu design research nie potwier-
dzily sie obawy dotyczace przystepnosci tej propozycji dla uczniéw w wieku
od 12 do 14 lat, sposobu ich myslenia i mozliwos¢ realizacji zalozonych tresci
matematycznych w okredlonym czasie.

Badania potwierdzily hipoteze, ze uczniowie, ktérzy podczas wykonywania
dzialan na liczbach odwoluja sie do wezesniejszego doswiadczenia w micrworld
i skonstruowanych na jego podstawie wyobrazen, licza czesciej poprawnie niz
uczniowie, ktérzy takich odniesien nie czynia (por. Kaune et al. 2012b).

Analiza nagran video ujawnila ponadto takie postawy uczniéw, ktére wska-
zuja na samodzielne, konsekwentne korzystanie z rozwinietych wyobrazen do-
tyczacych dziatan na liczbach i na korzystanie z nich jako pomocnego narze-
dzia do weryfikacji poprawnoéci wykonanych dziatan. Przyktad takiej postawy
analizowany jest w (Kaune & Nowinska, 2011).

Weryfikacja empiryczna efektywnoéci tej koncepcji obala wiele przekonan
o tym, co jest w edukacji ,niemozliwe”. Z analiza przykladéw z przeprowa-
dzonych badan mozna sie zapoznaé¢ w pracach (Kaune et al., 2012a, 2012b),
a z realizacja koncepcji w materiatach dydaktycznych w (Cohors-Fresenborg
et al., 2011; Kaune & Cohors-Fresenborg, 2011).
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Phenomenological and axiomatic approach
of introduction of integers

Summary

This article presents a learning environment that has been developed in the
researcher group from the Institute for Cognitive Mathematics in Osnabrueck
(Germany), in order to introduce negative numbers and explain calculations
with numbers. This concept uses a phenomenological and axiomatic approach.
A phenomenological approach of a mathematical concept means describing it
in its relation to the phenomena for which it was created, and to which it has
been extended (Freudenthal (1983, s. ix)). An axiomatic approach means an
important approach used in mathematical thinking to construct and organize
mathematical theories. For the use of this approach some specific mathematical
activities are necessary (like deduction and an understanding of mathematical
proof) and an understanding of formal notations. This learning environment
was used in some research projects in Germany and in Indonesia. In the last
part of this article some implications and explanatory notes from these research
projects will be mentioned.
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